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RESUMO

O objetivo deste trabalho é o estudo do Teorema de Aproximação, provado em 1981
por Baouendi e Treves, que é uma das principais ferramentas disponíveis na teoria das estruturas
localmente integráveis. Tal resultado afirma que funções e distribuições que são anuladas por
uma estrutura localmente integrávelL, ou seja, funções e distribuições que satisfazem a equação
Lu = 0, podem ser localmente aproximadas por polinômios nas variáveis Z = (Z1, . . . , Zm)
que formam um conjunto completo de integrais primeiras.

Palavras-chave: Teorema de Aproximação de Baouendi-Treves. Estruturas localmente inte-
gráveis. Equações diferenciais parciais. Variedades diferenciáveis.
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ABSTRACT

The goal of this work is to study the Approximation Theorem, proven in 1981 by
Baouendi and Treves, which is one of the main tools available in the theory of locally integrable
structures. The result states that functions and distribuctions annihilated by a locally integrable
structures L, i.e., functions and distribuctions satisfying the equation Lu = 0, may be locally
approximated by polynomials in the variables Z = (Z1, . . . , Zm) which forms a complete set
of first integrals.

Keywords: Baouendi-Treves Approximation Theorem . Locally integrable structures. Partial
differential equations. Differentiable manifolds.
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INTRODUÇÃO

Alguns resultados clássicos de um curso de funções de uma variável complexa como
"Toda função holomorfa num aberto de C é analítica neste aberto", podem ser generalizados
a mais variáveis e em variedades. Assim, o objetivo deste trabalho é estudar o Teorema de
Aproximação de Baouendi-Treves, o qual generaliza tais resultados.

Como o resultado principal envolve convergência nos espaços de distribuições, apre-
sentamos no Capítulo 1 alguns elementos introdutórios da teoria das distribuições, tais como:
espaço de funções testes, distribuições sobre um subjunto aberto Ω ⊂ Rn e espaços de Sobolev.

No Capítulo 2 são estudados elementos da teoria das estruturas localmente integráveis,
tais como: campos vetoriais complexos, vetores tangente complexos, formas diferencias de
grau 1, fibrados tangente e cotangente complexificados, subfibrados tangente e cotangente, entre
outros, afim de definir no Capítulo 3 uma estrutura localmente integrável.

Considere Ω uma variedade diferenciável de dimensão N . Os campos vetoriais com-
plexos são aplicações L : C∞(Ω) −→ C∞(Ω) lineares sobre C e que satisfazem a regra de
Leibniz, isto é, L(fg) = fL(g) + gL(f) onde f, g ∈ C∞(Ω). Assim, dada (U, x) uma carta
local em Ω e considerando um campo vetorial complexo L : C∞(U) −→ C∞(U), obtemos a
representação local de L em coordenadas locais (x1, . . . , xN) da forma

L =
N∑
j=1

aj
∂

∂xj
,

onde aj são funções suaves. Assim, por exemplo, dados L1, L2 campos vetoriais complexos
temos que o sistema L1u = 0

L2u = 0

representa um sistema de equações diferenciais parciais linear homogêneo.
Os sistemas de campos vetoriais surgiram como uma base local de um subfibrado in-

volutivo V do fibrado tangente complexificado CTΩ, onde Ω é uma variedade diferenciável. A
involutividade de V significa que: se W ⊂ Ω é aberto e L,M são seções de V sobre W , então o
colchete de comutação [L,M ] é uma seção de V sobre W , onde uma seção é um campo vetorial
complexo L tal que Lp ∈ Vp. Exemplos de estruturas involutivas incluem foliações, estruturas
complexas e estruturas de Cauchy-Riemann.

Na Seção 2.4, Capítulo 2, apresentamos o Teorema de Frobenius o qual nos possibilita
fazer uma mudança de coordenadas para representar de maneira simplificada um campo vetorial
e assim, simplificar os sistemas de equações a serem estudados. Por exemplo, dados Ω =

R2 uma variedade diferenciável, x = (x1, x2) um sistema de coordenadas locais em Ω, onde
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x(s, t) = (s, t) com (s, t) ∈ R2, (u, v) as coordenadas euclidianas e

L =
∂

∂x1

+
∂

∂x2

um campo vetorial real é possível determinar um sistema de coordenadas locais y1, y2 tais que

L =
∂

∂y1

.

No Capítulo 3, definimos uma estrutura localmente integrável e provamos a existência
de coordenadas locais e geradores locais para tal estrutura que foram de extrema importância
para a demonstração do resultado principal. Um primeiro estudo das estruturas localmente in-
tegráveis como o que apresentaremos neste texto se encontra em [17]. Tais estruturas também
foram extensivamente estudadas em [18]. No presente trabalho, tal estudo foi baseado princi-
palmente em [3].

Suponha que Ω seja uma variedade diferenciável de dimensão N e seja p ∈ Ω. Con-
sidere n campos vetoriais complexos {L1, . . . , Ln} que formam uma base de V sobre alguma
vizinhança de p. Então, V é uma estrutura localmente integrável, se pudermos encontrar funções
suaves complexas Z1, . . . , Zm, onde m = N − n, de forma que sejam soluções das equações

Ljh = 0, 1 ≤ j ≤ n (1)

e cujos diferenciais sejam linearmente independentes sobre C em uma vizinhança do ponto p.
As m funções Z = (Z1, . . . , Zm) são chamadas de conjunto completo de integrais primeiras da
estrutura localmente integrável.

Um exemplo de uma estrutura localmente integrável é o subfibrado tangente gerado,
sobre um conjunto aberto Ω ⊂ C ' R2, pelo campo vetorial Cauchy-Riemann

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
.

Tomando z(x, y) = x+ iy ∈ C∞(Ω) temos que dz = dx+ idy 6= 0 e ∂
∂z

(z) = 0.
Em 1981, Baouendi e Treves [2], provaram que em uma estrutura localmente integrá-

vel, cada solução de (1) pode ser localmente aproximada por uma sequência de polinômios
Pk(Z) em m variáveis, onde Z = (Z1, . . . , Zm) é um conjunto completo de integrais primeiras.
Com isso, o resultado "Toda função holomorfa num aberto de C é analítica neste aberto" (ou,
em outras palavras, toda função holomorfa é localmente aproximada por polinômios na variável
complexa z) é facilmente provado, pois tomando o subfibrado tangente de Cauchy-Riemann, te-
mos que ele é uma estrutura localmente integrável. Além disso, toda função holomorfa é suave
e é solução da equação ∂h

∂z
= 0. Portanto, pelo Teorema de Aproximação, qualquer função

holomorfa pode ser localmente aproximada por polinômios na variável complexa z.
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Esse Teorema de Aproximação tem permitido que vários pesquisadores usem métodos
de análise complexa, análise harmônica e equações diferenciais parciais para estudar muitos
problemas em estruturas localmente integráveis. Esses problemas incluem: a regularidade local
e microlocal das soluções de (1), a determinação de conjuntos de singularidade para soluções
de (1) e muitas outras propriedades das soluções de (1).

A ideia da demonstração do Teorema de Aproximação é a seguinte: inicialmente
define-se uma família de funções {Eτu}, onde 0 < τ < ∞, de forma que Eτu(x, t) é aproxi-
mada por polinômios em Z(x, t). Em seguida define-se outra família de funções {Gτu} que não
é aproximada por polinômios, mas em contrapartida, é uma aproximação da identidade. Por-
tanto, mostra-se que u(x, t) é aproximada porGτu(x, t) e para concluir a demonstração, usando
o Teorema de Stokes e o fato de u ser solução de (1), prova-se que |Rτu| := |Gτu− Eτu| con-
verge a zero. No Capítulo 4 Seção 4.2, fazemos uma exposição detalhada da demonstração
do Teorema de Aproximação de Baouendi-Treves na versão clássica, podendo ser encontrada a
demonstração na versão distribucional em [3], página 62.

Ainda, nesse último capítulo apresentamos uma aplicação interessante do Teorema
de Aproximação: a propagação de zeros de soluções homogêneas. Nesse momento, estamos
interessados em encontrar condições para que uma solução u de (1) seja identicamente nula, o
que nos conduz a generalização a mais variáveis e em variedades do seguinte resultado clássico
de funções de uma variável complexa: "Seja f : U −→ C uma função analítica, onde U é

aberto e conexo. Se f−1(0) possui algum ponto de acumulação em U , então f−1(0) = U , ou

seja f ≡ 0". Resumidamente, o estudo da propagação de zeros de soluções homogêneas nos
permite mostrar que, se L é uma estrutura localmente integrável definida, por exemplo, sobre
R2 e u, v são distribuições definidas sobre R2 tais que Lu = Lv e u(x, 0) = v(x, 0), então
u ≡ v.
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1 TÓPICOS DA TEORIA DAS DISTRIBUIÇÕES

Neste capítulo, abordaremos algumas definições e resultados sobre a teoria das distri-
buições, espaços de Sobolev e espaços Lp que serão importantes ao longo do desenvolvimento
deste trabalho.

1.1 ESPAÇO DE FUNÇÕES TESTES

1.1.1 Conceitos e Notações Preliminares

Denotaremos por x = (x1, . . . , xn) os pontos do Rn e por K o corpo dos números
complexos ou reais.

Definição 1.1. Dado n ∈ N, α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn é chamado multi-índice e definimos a

ordem de α por |α| = α1 + . . .+ αn. Além disso, definimos α! = α1! . . . αn!.

Definição 1.2. Dado α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn e z = (z1, . . . , zn) ∈ Kn definimos zα = zα1
1 · . . . ·

zαnn .

Notação 1.3. Denotaremos o operador derivada por

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ∂x

α2
2 . . . ∂xαnn

e quando α = 0, D0 denotará o operador identidade.

Proposição 1.4. (Regra de Leibniz) Se u e v são funções com derivada até ordem α e β, com

β = (β1, . . . , βn) ≤ α = (α1, . . . , αn), isto é, βi ≤ αi para i = 1, . . . , n, então

Dα(uv) =
∑
β≤α

α!

β!(α− β)!
(Dβu)(Dα−βv).

No que segue Ω denotará um aberto do Rn.

Definição 1.5. Denotaremos por Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞, o espaço de Banach das (classes de

equivalência de) funções u : Ω −→ K tais que, no sentido de Lebesgue,
∫

Ω
|u(x)|pdx < ∞.

Defineremos a norma

‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|pdx
) 1

p

.

Denotaremos por L∞(Ω) o espaço de Banach das (classes de equivalência de) funções u :

Ω −→ K tais que, no sentido de Lebesgue, u é essencialmente limitada em Ω, isto é,

supessx∈Ω |u(x)| <∞.
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Também definiremos a norma

‖u‖L∞(Ω) = supessx∈Ω |u(x)|.

Observação 1.6. Quando p = 2, L2(Ω) é um espaço de Hilbert, onde o produto interno e a
norma são, respectivamente, denotados por

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx

e ‖u‖2 = (u, u) com u, v ∈ L2(Ω).

Definição 1.7. Denotaremos por Lploc(Ω), 1 ≤ p < ∞, o espaço das (classes de equivalência

de) funções u : Ω −→ K, tais que no sentido de Lebesgue,
∫
K
|u(x)|pdx < ∞ para qualquer

compacto K ⊂ Ω.

Definição 1.8. Diz-se que uma sequência de funções (uν) ⊂ Lploc(Ω) converge à u ∈ Lploc(Ω)

(isto é, uν −→ u em Lploc(Ω)) se para cada compacto K ⊂ Ω tem-se que

‖uν − u‖Lp(K) =

(∫
K

|uν(x)− u(x)|pdx
) 1

p

−→ 0.

Observação 1.9. Lp(Ω) ↪→ Lploc(Ω) ↪→ L1
loc(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞, onde o símbolo ↪→ indica uma

imersão contínua.

Definição 1.10. Seja u : Ω −→ K contínua. O suporte de u é definido como sendo

supp(u) = {x ∈ Ω; u(x) 6= 0}
Ω
.

Se esse conjunto for um compacto do Rn, então dizemos que u possui suporte compacto.

Notação 1.11. ConsideremosCk(Ω) = {φ : Ω −→ K; φ é k-vezes continuamente diferenciável}
e C∞(Ω) = {φ : Ω −→ K; φ é infinitamente diferenciável}. Assim, Ck

0 (Ω) e C∞0 (Ω) denota-
rão as funções φ de Ck e C∞(Ω), respectivamente, cujo supp(φ) é compacto.

Observação 1.12. C∞0 (Ω) ↪→ Ck
0 (Ω) ↪→ Lp(Ω) ↪→ Lploc(Ω) ↪→ L1

loc(Ω) com k ∈ N e 1 ≤ p ≤
∞.

1.1.2 Convergência em C∞0 (Ω) e alguns Resultados em Lp(Ω)

Definição 1.13. Diz-se que uma sequência de funções (ϕν) ⊂ C∞0 (Ω) converge à ϕ ∈ C∞0 (Ω)

(isto é, ϕν −→ ϕ em C∞0 (Ω)) se, e somente se, existe um subcontjunto compacto K ⊂ Ω tal

que

(i) supp(ϕ) ⊂ K e supp(ϕν) ⊂ K para todo ν ∈ N;
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(ii) para todo α ∈ Nn, Dαϕν −→ Dαϕ uniformemente sobre K.

Com essa noção de convergência, o espaço C∞0 (Ω) é chamado espaço das funções
testes e é denotado por D(Ω).

A seguinte definição trata de uma sequência de funções testes (ρν)ν∈N, as quais têm
suporte cada vez menores, à medida que ν cresce, mas preservam o volume contido sob o
gráfico. O fato de existirem tais funções pode ser encontrado em [12] página 4.

Definição 1.14. Denomina-se uma sequência regularizante a toda sequência de funções (ρν)ν∈N

tal que:

(i) ρν ∈ C∞0 (Rn), ρν ≥ 0;

(ii) supp(ρν) ⊂ B 1
ν
(0) = {x ∈ Rn; ‖x‖ ≤ 1

ν
};

(iii)
∫
Rn ρν(x)dx = 1, ν ∈ N.

Definição 1.15. Seja u ∈ Lp(Ω). O suporte de u é dado pela interseção de todos os subcon-

juntos fechados em Ω, fora dos quais u se anula quase sempre. Denotamos o suporte de u por

supp(u).

Observação 1.16. Se u ∈ C(Ω) ∩ Lp(Ω) então as noções de suporte definidas para funções
contínuas em Ω e para funções de Lp(Ω) coincidem.

Agora, definiremos a convolução de uma função em L1(Rn) por uma função em
Lp(Rn). O fato de tal convolução estar bem definida pode ser encontrado em [9], página 104.

Definição 1.17. Sejam f ∈ L1(Rn) e g ∈ Lp(Rn) com 1 ≤ p ≤ ∞. Definimos a convolução de

f por g por

(f ∗ g)(x) =

∫
Rn
f(x− y)g(y)dy.

A seguir, apresentamos um resultado técnico que será muito útil em nosso estudo.

Proposição 1.18. Sejam K um compacto não vazio e F um subconjunto fechado do Rn, tais

que K ∩ F = ∅. Então existe ψ ∈ C∞0 (Rn) tal que ψ = 1 em K, ψ = 0 em F e 0 ≤ ψ(x) ≤ 1,

para todo x ∈ Rn.

Demonstração. Como K é compacto, F é fechado e K ∩ F 6= ∅, então

d(F,K) = inf{d(x, y);x ∈ F, y ∈ K} > 0.

Assim, definamos ε = 1
4
d(K,F ) > 0 e consideremos os seguintes conjuntos:

K1 = {x ∈ Rn; d(x,K) ≤ ε},

K2 = {x ∈ Rn; d(x,K) ≤ 2ε},

K3 = {x ∈ Rn; d(x,K) ≤ 3ε},

F0 = {x ∈ Rn; d(x,K) ≥ 2ε},
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onde d(x,K) = inf{d(x, y); y ∈ K}. Assim, K1 é compacto, F0 é fechado e K1 ∩ F0 = ∅.
Então, definindo a função

v(x) =
d(x, F0)

d(x, F0) + d(x,K1)
, x ∈ Rn

temos que valem as seguintes propriedades:

(i) v é contínua em Rn;

(ii) v(x) = 0 se, e somente se, x ∈ F0, v(x) = 1 se x ∈ K1 e 0 ≤ v(x) ≤ 1 para todo
x ∈ Rn;

(iii) supp(v) = {x ∈ Rn; v(x) 6= 0}
Rn
⊂ Rn − F0

Rn
= K2, isto é, v ∈ C0(Rn).

Agora, seja θε ∈ C∞0 (Rn) tal que θε ≥ 0, supp(θε) = Bε(0) e
∫
Rn θε(x)dx = 1. Assim,

definindo ψ : Rn −→ R por

ψ(x) = (θε ∗ v)(x) =

∫
Rn
θε(y)v(x− y)dy,

temos que ψ ∈ C∞0 (Rn), pois θε e v possuem suportes compactos. Além disso,

supp(ψ) ⊂ supp(θε) + supp(v) ⊂ Bε(0) +K2 ⊂ K3 ⊂ Rn − F.

Logo, se x ∈ F então x /∈ supp(ψ) o que nos mostra, que ψ(x) = 0, ou seja, ψ = 0 em F .
Agora, note que K + Bε(0) ⊂ K1. Portanto, para x ∈ K e y ∈ Bε(0) tem-se x− y =

x+ (−y) ∈ K1. Logo, por (ii) temos que v(x− y) = 1. Assim, para todo x ∈ K obtemos

ψ(x) =

∫
Rn
θε(y)v(x− y)dy =

∫
Bε(0)

θε(y)v(x− y)dy =

∫
Bε(0)

θε(y)dy =

∫
Rn
θε(y)dy = 1.

Logo, ψ = 1 em K. Finalmente, como 0 ≤ v(x− y) ≤ 1 segue que

0 ≤ ψ(x) =

∫
Rn
θε(y)v(x− y)dy ≤

∫
Rn
θε(y)dy = 1,

isto é, 0 ≤ ψ(x) ≤ 1 como desejado.

Proposição 1.19. O espaço C∞0 (Ω) é denso em Lp(Ω), 1 ≤ p <∞.

Demonstração. Ver [12], página 109.

Proposição 1.20. (de Du Bois Raymond) Seja u ∈ L1
loc(Ω) tal que∫

Ω

u(x)ϕ(x)dx = 0, para todo ϕ ∈ C∞0 (Ω).

Então, u = 0 q.s em Ω.
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Demonstração. Ver [12], página 110.

1.2 DISTRIBUIÇÕES SOBRE Ω ⊂ Rn

1.2.1 Definições e Exemplos Básicos

Definição 1.21. Seja Ω um subconjunto aberto do RN . Uma distribuição sobre Ω é uma forma

linear

T : D(Ω) −→ K

ϕ 7−→ T (ϕ) = 〈T, ϕ〉

que é contínua no sentido da convergência sobre D(Ω), dada na Definição 1.13.

Denotaremos por D′(Ω) o espaço vetorial de todas as distribuições.

Observação 1.22. T ∈ D′(Ω) se, e somente se, para toda sequência (ϕν)ν∈N ⊂ D(Ω) con-
vergente para zero no sentido dado na Definição 1.13, tivermos que a sequência (〈T, ϕν〉)ν∈N
converge a zero em K (K = R ou K = C).

Definição 1.23. Sejam (Tν)ν∈N ⊂ D′(Ω) e T ∈ D′(Ω). Diremos que Tν −→ T em D′(Ω) se

〈Tν , ϕ〉 −→ 〈T, ϕ〉, para toda ϕ ∈ D(Ω). (1.1)

Munimos o espaço D′(Ω) com a topologia fraca dada justamente pela convergência
em (1.1).

Vejamos alguns exemplos de distribuição:

Exemplo 1.24. Seja u ∈ L1
loc(Ω) e defina

Tu : D(Ω) −→ K

ϕ 7−→ 〈Tu, ϕ〉 =

∫
Ω

u(x)ϕ(x)dx.

Então, Tu ∈ D′(Ω). Com efeito, sejam ϕ, ψ ∈ D(Ω) e γ ∈ K. Então,

〈Tu, ϕ+ γψ〉 =

∫
Ω

u(x)[ϕ(x) + γψ(x)]dx

=

∫
Ω

u(x)ϕ(x)dx+ γ

∫
Ω

u(x)ψ(x)dx

= 〈Tu, ϕ〉+ γ〈Tu, ψ〉,

donde Tu é linear. Agora, seja (ϕν) ⊂ D(Ω) com ϕν −→ 0 em D(Ω), isto é, existe K ⊂ Ω

compacto tal que supp(ϕν) ⊂ K e

Dαϕν −→ 0 uniformemente sobre K, (1.2)
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para todo ν ∈ Nn. Sendo assim,

0 ≤ |〈Tu, ϕν〉| =

∣∣∣∣∫
Ω

u(x)ϕν(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|u(x)||ϕν(x)|dx

=

∫
K

|u(x)||ϕν(x)|dx ≤
(

max
x∈K
|ϕν(x)|

)∫
K

|u(x)|dx.

Fazendo ν −→∞ segue, de (1.2) com α = 0, que 〈Tu, ϕν〉 −→ 0 em K. Portanto, Tu ∈ D′(Ω).

Observação 1.25. A partir do Exemplo 1.24 podemos definir a aplicação

T : L1
loc(Ω) −→ D′(Ω)

u 7−→ Tu (1.3)

onde
〈Tu, ϕ〉 =

∫
Ω

u(x)ϕ(x)dx, ϕ ∈ D(Ω).

Pela Proposição 1.20, a aplicação definida em (1.3) é linear e injetora.

Desse modo, podemos identificar L1
loc(Ω) com T (L1

loc(Ω)) ⊂ D′(Ω) e devido a isso, a
cada u ∈ L1

loc(Ω) identificamos com uma única distribuição Tu ∈ D′(Ω) e diz-se "a distribução
u"ao invés de a distribuição Tu. Além disso,

L1
loc(Ω) ↪→ D′(Ω). (1.4)

De fato, consideremos (uν) ⊂ L1
loc(Ω) e u ∈ L1

loc(Ω) tal que

uν −→ u em L1
loc(Ω). (1.5)

Identificando uν e u com Tuν e Tu, respectivamente, obtemos para cada ϕ ∈ D(Ω), que

|〈uν − u, ϕ〉| = |〈Tuν − Tu, ϕ〉

=

∣∣∣∣∫
Ω

(uν(x)− u(x))ϕ(x)dx

∣∣∣∣
≤

∫
Ω

|uν(x)− u(x)||ϕ(x)|dx

=

∫
K

|uν(x)− u(x)||ϕ(x)|dx

≤
(

max
x∈K
|ϕ(x)|

)∫
K

|uν(x)− u(x)|dx (1.6)

onde K = supp(ϕ). Contudo, de (1.6) juntamente com (1.5) temos que |〈uν − u, ϕ〉| −→ 0 em
R para toda ϕ ∈ D(Ω), donde 〈uν , ϕ〉 −→ 〈u, ϕ〉 em R para toda ϕ ∈ D(Ω). Assim, provamos
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que
uν −→ u em L1

loc(Ω)⇒ uν −→ u em D′(Ω).

Isso nos mostra que a aplicação dada em (1.3) é contínua e, portanto, vale (1.4).
Em contrapartida, o seguinte exemplo nos mostra que nem toda distribuição é definida

por funções localmente integráveis.

Exemplo 1.26. Seja x0 ∈ Ω e considere

δx0 : D(Ω) −→ R

ϕ 7−→ 〈δx0 , ϕ〉 = ϕ(x0).

É fácil verificar que δx0 é uma distribuição, a qual chamamos delta de Dirac e escrevemos δ0

quando x0 = 0. Além disso, δx0 /∈ L1
loc(Ω). De fato, suponhamos por absurdo que δx0 ∈

L1
loc(Ω) ↪→ D′(Ω). Assim, existe u ∈ L1

loc(Ω) tal que δx0 = Tu, ou seja

〈δx0 , ϕ〉 = 〈Tu, ϕ〉 =

∫
Ω

u(x)ϕ(x)dx, ϕ ∈ D(Ω).

Por outro lado, 〈δx0 , ϕ〉 = ϕ(x0). Portanto,

ϕ(x0) =

∫
Ω

u(x)ϕ(x)dx, ϕ ∈ D(Ω). (1.7)

Agora, dada ξ ∈ D(Ω), definamos

ψ(x) = ξ(x)‖x− x0‖2 = ξ(x)

(
n∑
i=1

(xi − x0i)
2

)
.

Então, ψ ∈ D(Ω) e de (1.7) vem que∫
Ω

u(x)ξ(x)‖x− x0‖2dx =

∫
Ω

u(x)ψ(x)dx = 〈δx0 , ψ〉 = ψ(x0) = 0

para toda ξ ∈ D(Ω). Logo, pelo Lema de Du Bois Raymond segue que

u(x)‖x− x0‖2 = 0 q.s em Ω,

donde u = 0 q.s em Ω. Voltando em (1.7) obtemos ϕ(x0) = 0, para toda ϕ ∈ D(Ω), o que é
um absurdo.
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1.2.2 Derivada de Distribuições

Definição 1.27. Seja T ∈ D′(Ω). A derivada de ordem α ∈ Nn de T é definida por

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α|〈T,Dαϕ〉, para toda ϕ ∈ D(Ω).

A seguinte observação nos mostra que uma distribuição sempre possui derivadas de
todas as ordens no sentido das distribuições.

Observação 1.28. Se T ∈ D′(Ω), então DαT ∈ D′(Ω), α ∈ Nn. De fato, seja (ϕν) ⊂ D(Ω) tal
que ϕν −→ 0 em D(Ω), isto é, existe K ⊂ Ω um compacto tal que supp(ϕν) ⊂ K, para todo
ν ∈ N, e Dαϕν −→ 0 uniformemente sobre K, para todo α ∈ Nn. Como (ϕν) ⊂ D(Ω) temos
que Dαϕν ∈ D(Ω), para todo ν ∈ N. Ainda

supp(Dαϕν) ⊂ supp(ϕν) ⊂ K.

Assim, qualquer que seja β ∈ Nm tem-se

Dβ(Dαϕν) = Dβ+αϕν −→ 0 uniformemente sobre K.

Como T ∈ D′(Ω), segue da Observação 1.22 que

〈T,Dαϕν〉 −→ 0 em K.

Logo,
〈DαT, ϕν〉 = (−1)|α|〈T,Dαϕν〉 −→ 0 em K.

Portanto, novamente pela Observação 1.22 temos que DαT ∈ D′(Ω).

Observação 1.29. A aplicação

Dα : D′(Ω) −→ D′(Ω)

T 7−→ DαT

é linear e contínua no sentido da convergência definida emD′(Ω). Com efeito, suponhamos que
Tν −→ T em D′(Ω). Então,

〈Tν , ϕ〉 −→ 〈T, ϕ〉, para toda ϕ ∈ D(Ω).

Logo, para toda ψ ∈ D(Ω)

〈DαTν , ψ〉 = (−1)|α|〈Tν , Dαψ〉 −→ (−1)|α|〈T,Dαψ〉 = 〈DαT, ψ〉,

quando ν −→ ∞, ou seja, DαTν −→ DαT em D′(Ω) provando, assim, a continuidade da
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aplicação Dα.

Vejamos agora alguns resultados interessantes da derivação no sentido das distribui-
ções.

Proposição 1.30. Para todo α, β ∈ Nn temos que

Dα+βT = Dα(DβT ) = Dβ(DαT ) = Dβ+αT, para todo T ∈ D′(Ω).

Demonstração. Seja T ∈ D′(Ω). Basta mostrarmos que Dα(DβT ) = Dβ(DαT ), isto é,

〈Dα(DβT ), ϕ〉 = 〈Dβ(DαT ), ϕ〉, para toda ϕ ∈ D(Ω).

Assim, tome ϕ ∈ D(Ω) arbitrário. Então, Dαϕ,Dβϕ ∈ D(Ω) e Dα(Dβϕ) = Dβ(Dαϕ). Logo,

〈Dα(DβT ), ϕ〉 = (−1)|α|〈DβT,Dαϕ〉 = (−1)|α|(−1)|β|〈T,Dβ(Dαϕ)〉

= (−1)|β|(−1)|α|〈T,Dα(Dβϕ)〉 = (−1)|β|〈DαT,Dβϕ〉

= 〈Dβ(DαT ), ϕ〉.

Portanto, pela arbitrariedade de ϕ ∈ D(Ω) segue o desejado.

Proposição 1.31. Se u ∈ Ck(Rn), então a derivada Dαu, |α| ≤ k, no sentido das distribuições

é igual a derivada de ordem α de u no sentido clássico, ou seja,

DαTu = TDαu.

Demonstração. Como u ∈ Ck(Rn), então u,Dαu ∈ C(Rn) onde |α| ≤ k. Assim, u,Dαu ∈
L1
loc(Rn) ↪→ D′(Rn) donde podemos identificar u e Dαu com as distribuições Tu e TDαu,

respectivamente, ou seja,
u = Tu e Dαu = TDαu.

Portanto, basta mostrarmos que TDαu = DαTu em D′(Rn). Com efeito, seja ϕ ∈ D(Ω) arbitrá-
ria. Assim, pela integração por partes

〈TDαu, ϕ〉 =

∫
Rn
Dαu(x)ϕ(x)dx = (−1)|α|

∫
Rn
u(x)Dαϕ(x)dx

= (−1)|α|〈Tu, Dαϕ〉 = 〈DαTu, ϕ〉,

o que mostra o desejado.

Definiremos, agora, o produto de uma função infinitamente diferenciável por uma dis-
tribuição.
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Definição 1.32. Sejam T ∈ D′(Ω) e ρ ∈ C∞(Ω). O produto ρT : D(Ω) −→ K é definido por

〈ρT, ϕ〉 = 〈T, ρϕ〉, para toda ϕ ∈ D(Ω).

Observação 1.33. Nas condições da definição acima temos que ρT ∈ D′(Ω).

Proposição 1.34. (Regra de Leibniz) Se α ∈ Nn, ρ ∈ C∞(Ω) e T ∈ D′(Ω) vale que

Dα(ρT ) =
∑
β≤α

α!

β!(α− β)!
DβρDα−βT.

Demonstração. Mostraremos que a Regra de Leibniz vale para α = ei = (0, . . . , 1, . . . , 0).
Assim, dada ϕ ∈ D(Ω) arbitrária, temos que〈

∂

∂xi
(ρT ), ϕ

〉
= −

〈
ρT,

∂ϕ

∂xi

〉
= −

〈
T, ρ

∂ϕ

∂xi

〉
=

〈
T,− ∂

∂xi
(ρϕ) +

∂ρ

∂xi
ϕ

〉
=

〈
T,− ∂

∂xi
(ρϕ)

〉
+

〈
T,

∂ρ

∂xi
ϕ

〉
=

〈
∂T

∂xi
, ρϕ

〉
+

〈
∂ρ

∂xi
T, ϕ

〉
=

〈
ρ
∂T

∂xi
, ϕ

〉
+

〈
∂ρ

∂xi
T, ϕ

〉
=

〈
ρ
∂T

∂xi
+
∂ρ

∂xi
T, ϕ

〉
.

Pela arbitrariedade de ϕ, segue que

∂

∂xi
(ρT ) = ρ

∂T

∂xi
+
∂ρ

∂xi
T.

A prova da proposição segue por indução sobre |α|.

1.2.3 Suporte de Distribuições

Definição 1.35. O suporte de uma distribuição T ∈ D′(Ω) é o complementar (com relação a

Ω) do maior aberto UT ⊂ Ω no qual T se anula, ou seja,

supp(T ) = Ω− UT .

A seguir, apresentamos algumas propriedades do suporte de uma distribuição.

Proposição 1.36. Sejam u ∈ C(Ω) e Tu a distribuição correspondente. Então

supp(Tu) = supp(u)

Demonstração. Sejam UTu o maior aberto para o qual Tu se anula e x ∈ UTu .
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Afirmação 1: u se anula em UTu . De fato, suponhamos por absurdo, que exista x0 ∈ UTu tal que
u(x0) 6= 0. Sem perda de generalidade suponhamos que u(x0)>0. Como u é contínua, existe
uma vizinhança Vx0 de x0, que podemos supor estritamente contida em UTu , tal que u(x) > 0,
para todo x ∈ Vx0 . Consideremos, agora, K ⊂ Vx0 compacto e seja ϕ0 ∈ D(Ω) tal que
supp(ϕ0) ⊂ UTu , ϕ0 = 1 em K, ϕ0 = 0 em Ω − Vx0 e 0 ≤ ϕ0 ≤ 1, cuja existência vem
garantida pela Proposição 1.18. Assim,

〈Tu, ϕ0〉 =

∫
Ω

u(x)ϕ0(x)dx > 0.

Mas isto é um absurdo, pois 〈Tu, ϕ〉 = 0, para toda ϕ ∈ D(Ω) com supp(ϕ) ⊂ UTu , o que
prova a afirmação 1.
Da afirmação 1, temos que

UTu ⊂ {x ∈ Ω; u(x) = 0}

e daí vem que
{x ∈ Ω; u(x) 6= 0} ⊂ Ω− UTu .

Tomando-se o fecho em Ω segue que

supp(u) ⊂ supp(Tu).

Reciprocamente, pondo-se

Ω0 = Ω− {x ∈ Ω; u(x) 6= 0}
Ω

então Ω0 é um aberto contido em Ω.
Afirmação 2: Tu se anula em Ω0. Com efeito, seja ϕ ∈ D(Ω) tal que supp(ϕ) ⊂ Ω0. Então,

〈Tu, ϕ〉 =

∫
Ω

u(x)ϕ(x)dx =

∫
Ω0

u(x)ϕ(x)dx. (1.8)

Mas, se x ∈ Ω0 então x ∈ Ω e x 6= {x ∈ Ω; u(x) 6= 0}
Ω

. Consequentemente, u(x) = 0 e de
(1.8) vem que 〈Tu, ϕ〉 = 0, isto é, Tu se anula em Ω0.
Como Ω0 um conjunto aberto contido em Ω e pelo fato de UTu ser o maior aberto para o qual
Tu se anula vem que Ω0 ⊂ UTu . Logo,

Ω− UTu ⊂ {x ∈ Ω; u(x) 6= 0}
Ω
,

ou seja,
supp(Tu) ⊂ supp(u),

donde segue o desejado.
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Proposição 1.37. Sejam T ∈ D′(Ω) e x ∈ Ω. Então x ∈ supp(T ) se, e somente se, para toda

vizinhança V de x existe ϕ ∈ D(Ω) com supp(ϕ) ⊂ V e 〈T, ϕ〉 6= 0.

Demonstração. Ver [4], página 40.

Proposição 1.38. Sejam T, S ∈ D′(Ω), ρ ∈ C∞(Ω) e λ ∈ K com λ 6= 0. Então,

(i) supp(S + T ) ⊂ supp(S) ∪ supp(T );

(ii) supp(λT ) = supp(T );

(iii) supp(ρT ) ⊂ supp(ρ) ∩ supp(T ).

Demonstração. Ver [4], página 42.

1.3 ESPAÇOS DE SOBOLEV

Definição 1.39. Definimos o espaço de Sobolev como sendo o espaço vetorialWm,p(Ω) = {u ∈
Lp(Ω); Dαu ∈ Lp(Ω), para todo |α| ≤ m} munido da norma

‖u‖Wm,p(Ω) =

∑
|α≤m

∫
Ω

|Dαu|pdx

 1
p

, 1 ≤ p <∞.

No caso particular p = 2, denotamos Wm,2(Ω) = Hm(Ω).

A demonstração da seguinte observação pode ser encontrada em [12], página 53.

Observação 1.40. (i) O espaço de Sobolev Wm,p(Ω) é um espaço de Banach;

(ii) Os espaços Hm(Ω) são espaços de Hilbert.

Seja (a, b) ⊂ R. O seguinte exemplo nos mostra que existem funções em W 1,p(a, b),
1 ≤ p <∞, cuja derivada usual não existe.

Exemplo 1.41. Considere a função

u : (−1, 1) −→ R

x 7−→ u(x) = |x|.

Sabemos que tal função não é diferenciável no sentido usual em x = 0. Porém, u ∈ W 1,p(−1, 1),
com 1 ≤ p <∞ e

u′(x) = sign(x) =

1, se 0 ≤ x < 1

−1, se − 1 ≤ x < 0
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De fato, seja ϕ ∈ C∞0 . Assim, integrando por partes∫ 1

−1

u(x)ϕ′(x)dx =

∫ 1

−1

|x|ϕ′(x)dx =

∫ 0

−1

(−x)ϕ′(x)dx+

∫ 1

0

xϕ′(x)dx

=

∫ 0

−1

ϕ(x)dx−
∫ 1

0

ϕ(x)dx

= −
(∫ 0

−1

(−1)ϕ(x)dx+

∫ 1

0

1 · ϕ(x)dx

)
= −

∫ 1

−1

sign(x)ϕ(x)dx.

Além disso, é evidente que u ∈ Lp(−1, 1) e sign ∈ Lp(Ω), donde segue o desejado.
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2 TÓPICOS DA TEORIA DAS ESTRUTURAS LOCALMENTE INTEGRÁVEIS

Neste capítulo, apresentamos conceitos e resultados principais sobre a teoria das estru-
turas localmente integráveis afim de estabelecer notações e nos familiarizar com os elementos
dos capítulos seguintes.

2.1 CAMPOS VETORIAIS COMPLEXOS

Nesta seção, introduziremos os conceitos de variedade diferenciável e funções suaves
definidas numa variedade diferenciável. Em seguida, será apresentada a definição de campo
vetorial complexo, que são funções definidas no espaços das funções suaves à valores neste
mesmo espaço.

Vamos supor do leitor alguma familiaridade com as noções básicas de Topologia Geral.
Veja, por exemplo, [14].

Definição 2.1. Seja Ω um espaço topológico de Hausdorff, com base enumerável de conjuntos

abertos. Uma estrutura diferenciável sobre Ω de dimensão N é uma família de pares F =

{(U, x)}, onde U ⊂ Ω é um conjunto aberto não vazio e x : U −→ RN é um homeomorfismo

sobre um subconjunto aberto x(U) de RN , satisfazendo as seguintes propriedades:

(i)
⋃

(U,x)∈F U = Ω;

(ii) A função x2 ◦x−1
1 : x1(U1∩U2) −→ x2(U1∩U2) é C∞ para cada par (U1, x1), (U2, x2) ∈

F com U1 ∩ U2 6= ∅;

(iii) F é maximal com respeito à (i) e (ii), isto é, se ∅ 6= V ⊂ Ω é aberto e y : V −→ y(V ) é um

homoemorfismo sobre um subconjunto aberto de RN , tal que para qualquer (U, x) ∈ F
com U ∩V 6= ∅ a composição y ◦ x−1 : x(U ∩V ) −→ y(U ∩V ) é C∞, então (V, y) ∈ F .

Observação 2.2. Dada uma família qualquer F∗ = {(U, x)} como na definição acima, mas
satisfazendo (i) e (ii) apenas, existe uma única estrutura diferenciável F sobre Ω, de dimensão
N , tal que F∗ ⊂ F .

Definição 2.3. Uma variedade diferenciável de dimensão N é o par (Ω,F), onde Ω é um

espaço topológico de Hausdorff, com base enumerável, e F é uma estrutura diferenciável de

dimensão N . Quando não houver risco de confusão com relação a estrutura diferenciável F ,

denotaremos a variedade diferenciável de dimensão N apenas por Ω.

A seguir apresentamos alguns exemplos de variedades diferenciáveis.

Exemplo 2.4. Dada a família F∗ = {(RN , Id : RN −→ RN)} temos que RN é uma variedade
diferenciável de dimensão N .
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Exemplo 2.5. Seja (Ω,F) uma variedade diferenciável de dimensão N e W ⊂ Ω aberto com a
topologia induzida de Ω. SobreW definimos uma estrutura diferenciável natural de dimensãoN
porFW = {(W ∩U, x|W∩U); (U, x) ∈ F ,W ∩U 6= ∅}.AssimW é uma variedade diferenciável
de dimensão N .

Notação 2.6. Um elemento (U, x) ∈ F é chamado de carta local ou sistema de coordenadas
locais. Se escrevermos x = (x1, . . . , xN) então, para p ∈ U , suas coordenadas locais (com
respeito à carta local dada) são dadas por (x1(p), . . . , xN(p)).

Deste ponto em diante, Ω representará uma variedade diferenciável de dimensão N .

Definição 2.7. Uma função f : Ω −→ C é suave se para cada (U, x) ∈ F temos que f ◦ x−1 ∈
C∞(x(U)). Denotamos por C∞(Ω) o conjunto constituído de tais funções.

As seguintes observações sobre o conjunto das funções suaves são facilmente verifica-
das.

Observação 2.8. (i) O conjunto C∞(Ω) é um espaço vetorial complexo de dimensão infi-
nita;

(ii) O conjunto C∞(Ω) é uma álgebra sobre C;

(iii) Quando RN é entendido como variedade, o conjunto C∞(RN) coincide com o conjunto
das funções infinitamente diferenciáveis do Cálculo Avançado.

Definição 2.9. Um campo vetorial complexo sobre Ω é uma aplicação L : C∞(Ω) −→ C∞(Ω)

satisfazendo as seguintes condições:

(a) L é linear sobre C;

(b) L satisfaz a regra de Leibniz, isto é,

L(fg) = fL(g) + gL(f), f, g ∈ C∞(Ω).

Notação 2.10. O conjunto de todos os campos vetoriais complexos sobre Ω é denotado por
X (Ω).

O seguinte exemplo nos diz que a derivada de uma função f ∈ C∞(R) é um campo
vetorial complexo sobre R.

Exemplo 2.11. A aplicação L : C∞(R) −→ C∞(R) dada por L(f) = f ′, para todo f ∈
C∞(R), é um campo vetorial complexo sobre R. De fato, sejam f, g ∈ C∞(R) e α ∈ C. Então,

L(αf + g) = (αf + g)′ = αf ′ + g′ = αL(f) + L(g),
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donde L é linear e,

L(fg) = (fg)′ = f ′g + fg′ = gL(f) + fL(g),

donde L satisfaz a regra de Leibniz.

Definiremos agora a derivada parcial de uma função suave definida sobre uma varie-
dade.

Definição 2.12. Dada uma carta local (U, x) em Ω, definamos a aplicação ∂
∂xj

: C∞(U) −→
C∞(U) por,

∂f

∂xj
=
∂(f ◦ x−1)

∂xj
◦ x.

Observação 2.13. A aplicação definida acima é um elemento de X (U). De fato, primeira-
mente note que dado f ∈ C∞(U), temos que f ◦x−1 ∈ C∞(x(U)), donde ∂f◦x−1

∂xj
∈ C∞(x(U)),

o que implica ∂f◦x−1

∂xj
◦ x ∈ C∞(U). Agora, sejam f, g ∈ C∞(U) e α ∈ C. Assim,

∂(αf + g)

∂xj
=
∂[(αf ◦ x−1) + (g ◦ x−1)]

∂xj
◦ x =

(
α
∂(f ◦ x−1)

∂xj
+
∂(g ◦ x−1)

∂xj

)
◦ x

= α

(
∂(f ◦ x−1)

∂xj
◦ x
)

+

(
∂(g ◦ x−1)

∂xj
◦ x
)

= α
∂f

∂xj
+

∂g

∂xj

donde ∂
∂xj

é linear sobre C e,

∂(fg)

∂xj
=
∂[(f ◦ x−1)(g ◦ x−1)]

∂xj
◦ x =

(
∂(f ◦ x−1)

∂xj
(g ◦ x−1) + (f ◦ x−1)

∂(g ◦ x−1)

∂xj

)
◦ x

=

(
∂(f ◦ x−1)

∂xj
◦ x
)
g + f

(
∂(g ◦ x−1)

∂xj
◦ x
)

= g
∂f

∂xj
+ f

∂g

∂xj

donde ∂
∂xj

satisfaz a regra de Leibniz. Portanto, ∂
∂xj
∈X (U).

A seguir apresentamos alguns resultados envolvendo campos vetoriais.

Proposição 2.14. Seja L ∈X (Ω). Se f é constante então Lf = 0.

Demonstração. Seja f : Ω −→ C dada por f(p) = c, para todo p ∈ Ω. Como L satisfaz a regra
de Leibniz, observe que

L(1) = L(1 · 1) = 1L(1) + 1L(1) = 2L(1).
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Logo, L(1) = 0. Disto e pela linearidade de L, segue que

L(f) = L(c) = L(c · 1) = cL(1) = c · 0 = 0,

como queríamos.

Antes de enunciarmos o próximo resultado definiremos o suporte de uma função.

Definição 2.15. Seja f uma função definida em Ω com valores em C. Definimos o suporte de f

como sendo

supp(f) = Ω−
⋃
i∈I

ωi,

onde {ωi}i∈I é uma família de abertos com ωi ⊂ Ω e tais que f ≡ 0 quase sempre em ωi para

todo i ∈ I .

Proposição 2.16. Seja L ∈X (Ω). Então, supp(Lf) ⊂ supp(f), para todo f ∈ C∞(Ω).

Demonstração. Sejam f ∈ C∞(Ω) e L ∈X (Ω). Por definição temos que,

supp(f) = Ω−
⋃
U∈Ff

U e supp(Lf) = Ω−
⋃

V ∈FLf

V,

onde Ff é a família de todos os abertos U ⊂ Ω não vazios, tais que f |U = 0 e FLf é a
família de todos os abertos V ⊂ Ω não vazios, tais que Lf |V = 0. Logo, para mostrar que
supp(Lf) ⊂ supp(f) mostraremos que

⋃
U∈Ff

U ⊂
⋃
V ∈FLf

V . Então, seja p ∈
⋃
U∈Ff

U .
Assim, existe um aberto não vazio U0 ⊂ Ω com f |U0 = 0 tal que p ∈ U0. Tome V0 = U0.
Então V0 ⊂ Ω aberto e p ∈ V0. Como V0 é aberto, existe um aberto básico U ′ ⊂ Ω tal
que p ∈ U ′ ⊂ V0. Considere a carta local (U ′, x’) ∈ F . Como x’(U ′) ⊂ RN é aberto e
{x’(p)} ⊂ x’(U ′) é compacto, temos que existe ϕ ∈ C∞0 (x’(U ′)) tal que 0 ≤ ϕ ≤ 1 e ϕ|Ũ = 1,
onde Ũ é uma vizinhança de {x’(p)}. Assim, ϕ(x’(p)) = 1.

Defina g : Ω −→ R por

g(q) =

ϕ(x’(q)), se q ∈ U ′;

0, se q /∈ U ′.

Note que g ∈ C∞(Ω,R) e, dado q ∈ Ω − V0, temos que g(q) = 0. Agora, observe que
f = (1− g)f . De fato, dado q ∈ Ω

se q /∈ U ′ temos [(1− g)f ](q) = (1− g(q))f(q) = 1f(q) = f(q) e,
se q ∈ U ′ ⊂ V0 temos [(1− g)f ](q) = (1− g(q))f(q) = (1− 1)f(q) = 0 = f(q).
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Portanto, f = (1− g)f. Assim,

L(f)(p) = L[(1− g)f ](p) = f(p)L(1− g)(p) + (1− g(p))L(f)(p)

= f(p)L(1)(p)− f(p)L(g)(p) + (1− 1)L(f)(p)

= f(p).0− f(p).0 + 0.L(f)(p) = 0

Logo, existe um aberto não vazio V0 ⊂ Ω com Lf |V0 = 0, tal que p ∈ V0, donde p ∈
⋃
V ∈FLf

V ,
como queríamos.

Como consequência da Proposição 2.16 é possível definir a restrição de um campo
vetorial L ∈ X (Ω) sobre um subconjunto aberto não vazio W ⊂ Ω. É o que faremos na
próxima obervação.

Observação 2.17. Existe uma aplicação linear sobre C

X (Ω) 3 L −→ LW ∈X (W )

que torna o diagrama abaixo comutativo

C∞(Ω)

��

L // C∞(Ω)

��
C∞(W )

LW // C∞(W ).

De fato, sejam W ⊂ Ω aberto não vazio e L ∈X (Ω). Defina para cada f ∈ C∞(W )

LW (f)(p) = L(f̃)(p),

onde f̃ ∈ C∞(Ω) e f̃ = f em alguma vizinhança de p. Observe que LW está bem defi-
nida. Com efeito, sejam f, g ∈ C∞(W ) tais que f = g. Considere p ∈ W e LW (f)(p) =

L(f̃)(p), LW (g)(p) = L(g̃)(p), onde f̃ , g̃ ∈ C∞(Ω) são tais que f |U = f̃ |U e g|V = g̃|V
com U e V vizinhanças de p. Então (f̃ − g̃)|U∩V = f̃ |U∩V − g̃|U∩V = f |U∩V − g|U∩V = 0,
donde U ∩ V ⊂ (supp(f̃ − g̃))c. Como f̃ − g̃ ∈ C∞(Ω) segue da Proposição 2.16 que
supp[L(f̃− g̃)] ⊂ supp(f̃− g̃). Portanto, U ∩V ⊂ (supp[L(f̃− g̃)])c. Assim, como p ∈ U ∩V
temos que p /∈ supp[L(f̃ − g̃)], isto é, L(f̃)(p) = L(g̃)(p), como queríamos. Além disso, é
fácil verificar que LW ∈X (Ω) e que LW torna o diagrama comutativo.

2.1.1 A Estrutura Algébrica de X (Ω)

Nesta subseção, apresentaremos algumas operações sobre o espaço X (Ω). Primeira-
mente, definamos a soma de dois campos vetoriais e a multiplicação de um campo vetorial por
um escalar em C.
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Definição 2.18. Dados L1, L2 ∈ X (Ω), f ∈ C∞(Ω) e λ ∈ C, definimos as seguintes opera-

ções:

(L1 + L2)(f) := L1(f) + L2(f) (2.1)

(λL1)(f) := λL1(f)

Verifiquemos que tais operações são fechadas em X (Ω). De fato, sejam f, g ∈ C∞(Ω)

e α ∈ C. Então,

(L1 + L2)(αf + g) = L1(αf + g) + L2(αf + g)

= αL1(f) + L1(g) + αL2(f) + L2(g)

= α(L1 + L2)(f) + (L1 + L2)(g)

e

(λL1)(αf + g) = λL1(αf + g) = λ(αL1(f) + L1(g))

= αλL1(f) + λL1(g)

= α(λL1)(f) + (λL1)(g)

o que implica que as aplicações definidas são lineares. Agora, resta verificar a regra de Leibniz.
Temos,

(L1 + L2)(fg) = L1(fg) + L2(fg) = fL1(g) + gL1(f) + fL2(g) + gL2(f)

= f(L1(g) + L2(g)) + g(L1(f) + L2(f))

= f(L1 + L2)(g) + g(L1 + L2)(f)

e

(λL)(fg) = λL(fg) = λ(fL(g) + gL(f)) = λfL(g) + λgL(f) = f(λL)(g) + g(λL)(f).

O conjunto X (Ω) munido das operações definidas em (2.2) é um espaço vetorial complexo.
Uma operação muito importante em X (Ω) é o chamado colchete de Lie (ou comuta-

dor) entre dois campos vetoriais.

Definição 2.19. Dados L,M ∈X (Ω) defina [·, ·] : X (Ω)×X (Ω) −→X (Ω) por

[L,M ](f) = L(M(f))−M(L(f)) (2.2)

para todo f ∈ C∞(Ω).
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Verifiquemos que [L,M ] ∈X (Ω). Com efeito, dados α ∈ C e f, g ∈ C∞(Ω), temos

[L,M ](αf + g) = L(M(αf + g))−M(L(αf + g))

= L(αM(f) +M(g))−M(αL(f) + L(g))

= αL(M(f)) + L(M(g))− αM(L(f))−M(L(g))

= α(L(M(f))−M(L(f))) + L(M(g))−M(L(g))

= α[L,M ](f) + [L,M ](g)

e

[L,M ](fg) = L(M(fg))−M(L(fg))

= L(fM(g) + gM(f))−M(fL(g) + gL(f))

= L(fM(g)) + L(gM(f))−M(fL(g))−M(gL(f))

= fL(M(g)) +M(g)L(f) + gL(M(f)) +M(f)L(g)− fM(L(g))− L(g)M(f)

− gM(L(f))− L(f)M(g)

= f{L(M(g))−M(L(g))}+ g{L(M(f))−M(L(f))}

= f [L,M ](g) + g[L,M ](f),

concluindo assim o que queríamos.
O conjunto X (Ω) munido do colchete de Lie é uma álgebra de Lie sobre C, pois X (Ω) é um
espaço vetorial e o operador definido em (2.2) é bilinear, antissimétrico e satisfaz a identidade
de Jacobi.

Agora, definamos a multiplicação de um campo vetorial por uma função suave e veja-
mos que essa operação é fechada em X (Ω).

Definição 2.20. Dado g ∈ C∞(Ω) e L ∈X (Ω) definamos gL : C∞(Ω) −→ C∞(Ω), por

(gL)(f) = gL(f) (2.3)

para todo f ∈ C∞(Ω).

Temos que gL ∈X (Ω), pois dados α ∈ C e f, h ∈ C∞(Ω) segue que,

(gL)(αf + h) = gL(αf + h) = g(αL(f) +L(h)) = αgL(f) + gL(h) = α(gL)(f) + (gL)(h)

isto é, gL é linear sobre C. Temos também

(gL)(fh) = gL(fh) = g(fL(h) + hL(f)) = fgL(h) + hgL(f) = f(gL)(h) + h(gL)(f)

isto é, gL satisfaz a regra de Leibniz.
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Além disso, o grupo abeliano (X (Ω),+) em conjunto com a operação definida em
(2.3), satisfaz as seguintes condições para f, g ∈ C∞(Ω) e L,M ∈X (Ω):

• f(L+M) = fL+ fM ,

• (f + g)L = fL+ gL,

• (fg)L = f(gL),

• 1C∞(Ω)L = L,

ondeC∞(Ω) é um anel e 1C∞(Ω) é sua identidade multiplicativa. Dessa forma, temos que X (Ω)

é um C∞(Ω)-módulo.

2.1.2 Representação de um Campo Vetorial em Coordenadas Locais

Seja (U, x) uma carta local em Ω e considere L ∈ X (U). Fixe p ∈ U e escreva
x(q) = (x1(q), . . . xN(q)), onde q ∈ U . Como x(p) ∈ x(U) ⊂ RN e x(U) é aberto, existe
rp > 0 tal que B(x(p), rp) ⊂ x(U). Tome V = x−1(B(x(p), rp)) ⊂ U . É claro que p ∈ V .
Ainda, se a = (a1, . . . , aN) = x(p) então x(V ) = B(a, rp).

Assim, dado f ∈ C∞(U) e definindo f ∗ = f ◦ x−1 : x(U) −→ C, temos que f ∗ ∈
C∞(x(U)). Para cada (x1, . . . , xN) ∈ x(V ), tome a função φ : [0, 1] −→ C dada por

φ(t) = f ∗(a+ t(x− a)) = f ∗(a1 + t(x1 − a1), . . . , aN + t(xN − aN)).

Logo, φ ∈ C∞([0, 1]) e pelo Teorema Fundamental do Cálculo temos

φ(1) = φ(0) +

∫ 1

0

φ′(t)dt,

donde,

f ∗(x1, . . . , xN) = f ∗(a1, . . . , aN) +

∫ 1

0

N∑
j=1

∂f ∗

∂xj
(a+ t(x− a))(xj − aj)dt

= f ∗(a1, . . . , aN) +
N∑
j=1

∫ 1

0

∂f ∗

∂xj
(a+ t(x− a))dt(xj − aj)

= f ∗(a1, . . . , aN) +
N∑
j=1

hj(x1, . . . , xN)(xj − aj),

onde, hj ∈ C∞(x(V )), dada por hj(x1, . . . , xN) =
∫ 1

0
∂f∗

∂xj
(a + t(x − a))dt, para todo j =

1, . . . , N .
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Tome ainda, gj = hj ◦ x ∈ C∞(V ). Assim,

f(q) = f(p) +
N∑
j=1

gj(q)(xj(q)− xj(p)), (2.4)

para todo q ∈ V . Aplicando L ∈X (U) em (2.4) e da regra de Leibniz vem que

L(f)(q) =
N∑
j=1

[xj(q)L(gj)(q) + gj(q)L(xj)(q)− xj(p)L(gj)(q)]

para todo q ∈ V . Em particular, para p ∈ V temos que

L(f)(p) =
N∑
j=1

gj(p)L(xj)(p). (2.5)

Mas,

gj(p) = hj(x(p)) = hj(a) =

∫ 1

0

∂f ∗

∂xj
(a)dt =

∂f ∗

∂xj
(a) =

∂f ∗

∂xj
(x(p)) =

∂f

∂xj
(p).

Logo,

L(f)(p) =
N∑
j=1

L(xj)(p)

(
∂f

∂xj

)
(p).

Como p ∈ U e f ∈ C∞(U) são arbitrários, obtemos a representação de L em coordenadas
locais (x1, . . . , xN):

L =
N∑
j=1

L(xj)
∂

∂xj
. (2.6)

Observação 2.21. Para todo j, k = 1, . . . , N vale que

∂xj
∂xk

= δjk.

De fato, dado q = (q1, . . . , qN) ∈ x(U) ⊂ RN temos xj ◦ x−1(q) = qj , pois

Id = x ◦ x−1 = (x1, . . . , xN) ◦ x−1 = (x1 ◦ x−1, . . . , xN ◦ x−1),

donde,
q = Id(q) = (x1 ◦ x−1(q), . . . , xN ◦ x−1(q)),

e como, q = (q1, . . . , qN), temos xj ◦ x−1(q) = qj .
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Agora, para cada p ∈ U , denote q = x(p) ∈ x(U). Assim, se j 6= k temos

∂xj
∂xk

(p) =
∂(xj ◦ x−1)

∂xk
(x(p)) =

∂(xj ◦ x−1)

∂xk
(q)

= lim
t→0

(xj ◦ x−1)(q + tek)− (xj ◦ x−1)(q)

t

= lim
t→0

qj − qj
t

= 0

e, se j = k temos

∂xj
∂xj

(p) =
∂(xj ◦ x−1)

∂xj
(x(p)) =

∂(xj ◦ x−1)

∂xj
(q)

= lim
t→0

(xj ◦ x−1)(q + tej)− (xj ◦ x−1)(q)

t

= lim
t→0

qj + t− qj
t

= 1,

como queríamos.

Agora, voltando a equação (2.6), afirmamos que o conjunto
{

∂
∂x1
, · · · , ∂

∂xN

}
é uma

base para o C∞(U)-módulo X (U). Para isto, resta verificar que o conjunto
{

∂
∂x1
, · · · , ∂

∂xN

}
é

L.I. De fato, sejam g1, . . . , gN ∈ C∞(U) tais que

N∑
j=1

gj
∂

∂xj
= 0. (2.7)

Defina fk = ρk ◦ x, onde ρk : RN −→ R é dada por ρk(y) = yk para todo y ∈ RN e para todo
k = 1, . . . , N . Temos que fk ∈ C∞(U). Ainda dado p ∈ U

∂fk
∂xj

=
∂(ρk ◦ x)

∂xj
=
∂ρk(x1, . . . , xN)

∂xj
=
∂xk
∂xj

= δkj j, k = 1, . . . , N.

Assim,
N∑
j=1

gj
∂fk
∂xj

=
N∑
j=1

gjδkj = gk, k = 1, . . . , N.

Por outro lado,
N∑
j=1

gj
∂fk
∂xj

= 0 k = 1, . . . , N.

Logo, gk = 0 para todo k = 1, . . . , N . Portanto,
{

∂
∂x1
, · · · , ∂

∂xN

}
é L.I.
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2.2 ESTRUTURAS FORMALMENTE INTEGRÁVEIS

Iniciaremos a seção com o conceito de germes de funções suaves em um ponto p ∈
Ω. Em seguida, definiremos vetores tangentes complexos e mostraremos a sua representação
local. Nosso objetivo principal é definir estruturas formalmente integráveis, para o qual são
necessários os conceitos de fibrado tangente complexificado e subfibrado tangente.

Seja p ∈ Ω e denote por Bp o conjunto de todos os pares (V, f), onde V ⊂ Ω é
uma vizinhança aberta de p e f ∈ C∞(V ). Em Bp defina a seguinte relação de equivalência:
(V1, f1) ∼ (V2, f2) se, e somente se, existe uma vizinhança V de p, com V ⊂ V1 ∩ V2, tal que
f1|V = f2|V . A reflexividade e simetria dessa relação são triviais. Verifiquemos a transitividade.
Suponha que (V1, f1) ∼ (V2, f2) e (V2, f2) ∼ (V3, f3), então existem U e V vizinhanças de p
com U ⊂ V1 ∩ V2 e V ⊂ V2 ∩ V3, tais que f1|U = f2|U e f2|V = f3|V . Tome W = U ∩ V ⊂
V1 ∩ V3. Temos que p ∈ W e

(f1 − f3)|W = (f1 − f3)|U∩V = f1|U∩V − f3|U∩V = f2|U∩V − f2|U∩V = 0,

isto é, f1|W = f3|W . Logo, (V1, f1) ∼ (V3, f3).

Definição 2.22. O germe de uma função f ∈ C∞(Ω) no ponto p é o elemento no espaço

quociente C∞(p) = Bp/ ∼. Denotamos por f , onde f = {g ∈ C∞(Ω); f ∼ g}.

Definiremos agora algumas operações sobre C∞(p). Sejam f, g ∈ C∞(p) e α ∈ C.
Como f ∈ C∞(V ) e g ∈ C∞(U), onde V, U ⊂ Ω são abertos contendo p, temos que f ∈
C∞(W ) e g ∈ C∞(W ), ondeW = V ∩U ⊂ Ω é um aberto contendo p. Logo, f+g ∈ C∞(W )

e αf ∈ C∞(V ), donde (W, f + g) ∈ Bp e (V, αf) ∈ Bp. Defina

f + g = f + g e αf = αf. (2.8)

Observe que a definição das operações independe da escolha dos representantes de f e g, pois
dados f̃ ∈ f e g̃ ∈ g temos que (V, f) ∼ (Ṽ , f̃), isto é, existe V ′ ⊂ V ∩ Ṽ aberto contendo
p tal que f |V ′ = f̃ |V ′ e, que (U, g) ∼ (Ũ , g̃), isto é, existe U ′ ⊂ U ∩ Ũ aberto contendo p tal
que g|U ′ = g̃|U ′ . Assim, V ′ ∩ U ′ ⊂ V ∩ Ṽ é um aberto contendo p com f |V ′∩U ′ = f̃ |V ′∩U ′ e,
V ′ ∩ U ′ ⊂ U ∩ Ũ é um aberto contendo p com g|V ′∩U ′ = g̃|V ′∩U ′ .
Logo, V ′ ∩ U ′ ⊂ W ∩ (Ṽ ∩ Ũ) é um aberto contendo p tal que (f + g)|V ′∩U ′ = (f̃ + g̃)|V ′∩U ′ .
Portanto, (W, f+g) ∼ (Ṽ ∩Ũ , f̃+ g̃), o que implica f̃+ g̃ ∈ f + g. Ainda, como V ′ ⊂ V ∩ Ṽ é
um aberto contendo p com (αf)|V ′ = (αf̃)|V ′ , temos que (V, αf) ∼ (Ṽ , αf̃), donde αf̃ ∈ αf .

Assim, concluímos que C∞(p) é um espaço vetorial complexo. Agora, analogamente
à soma, definimos f g = fg.

Observação 2.23. O conjunto C∞(p) é uma álgebra sobre C.

Observação 2.24. Existe um homomorfismo de C-álgebra H : C∞(p) −→ C definido por
H(f) = f(p), para todo f ∈ C∞(p). De fato, primeiramente note que H está bem definida,
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pois dado f = g ∈ C∞(p), temos f |V = g|V para algum V ⊂ Ω aberto contendo p. Em
particular, f(p) = g(p), isto é, H(f) = H(g). Agora, sejam f, g ∈ C∞(p) e α ∈ C. Então,

H(f + g) = H(f + g) = f(p) + g(p) = H(f) +H(g)

H(f g) = H(fg) = f(p)g(p) = H(f)H(g)

H(αf) = H(αf) = αf(p) = αH(f),

como queríamos.

Definição 2.25. Um vetor tangente complexo à Ω em p é uma aplicação v : C∞(p) −→ C
satisfazendo as seguintes condições:

(a) v é linear sobre C;

(b) v(f g) = f(p)v(g) + g(p)v(f), f , g ∈ C∞(p).

Notação 2.26. Denotamos o conjunto de todos os vetores tangentes complexos em p por CTpΩ
e o chamamos de espaço tangente à Ω em p.

Observação 2.27. CTpΩ é um espaço vetorial sobre C.

O seguinte exemplo nos mostra que a cada campo vetorial complexo podemos associar
um vetor tangente complexo.

Exemplo 2.28. Seja L ∈ X (Ω) e considere Lp : C∞(p) −→ C dada por Lp(f) = L(f)(p),
para todo f ∈ C∞(p). Então, Lp ∈ CTpΩ. De fato, note que Lp está bem definido, pois dados
f, g ∈ C∞(p) tais que f = g, temos que f |V = g|V para algum V ⊂ Ω aberto contendo p.
Logo, f(p) = g(p) e, por (2.6),

L(f)(p) =
N∑
j=1

L(xj)(p)

(
∂

∂xj

)
(f)(p) =

N∑
j=1

L(xj)(p)

(
∂

∂xj

)
(g)(p) = L(g)(p),

donde Lp(f) = Lp(g). Agora, dados α ∈ C e f, g ∈ C∞(p), temos

Lp(αf + g) = Lp(αf + g) = L(αf + g)(p) = αL(f)(p) + L(g)(p) = αLp(f) + Lp(g)

e

Lp(f g) = Lp(fg) = L(fg)(p) = f(p)L(g)(p) + g(p)L(f)(p) = f(p)Lp(g) + g(p)Lp(f).

Portanto, Lp ∈ CTpΩ.

Reciprocamente temos o seguinte exemplo:
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Exemplo 2.29. Suponha que para cada p ∈ Ω temos um elemento vp ∈ CTpΩ tal que p 7−→
vp(f) seja C∞(Ω), para todo f ∈ C∞(Ω). Então existe L ∈ X (Ω) tal que Lp = vp, para
todo p ∈ Ω. De fato, defina L : C∞(Ω) −→ C∞(Ω) dada por L(f)(p) = vp(f) para todo
f ∈ C∞(Ω) e para todo p ∈ Ω. Temos que, dado f ∈ C∞(Ω), segue por hipótese que
L(f) ∈ C∞(Ω). Além disso, L está bem definida, pois vp está bem definido. Agora, dados
f, g ∈ C∞(Ω) e α ∈ C, temos que

L(αf + g)(p) = vp(αf + g) = vp(αf + g) = αvp(f) + vp(g) = αL(f)(p) + L(g)(p)

e

L(fg)(p) = vp(fg) = vp(f g) = f(p)vp(g) + g(p)vp(f) = f(p)L(g)(p) + g(p)L(f)(p),

donde L ∈X (Ω) e Lp = vp para todo p ∈ Ω.

Dos Exemplos (2.28) e (2.29) concluímos que campos vetoriais complexos e vetores
tangente complexos são essencialmente a mesma coisa.

Proposição 2.30. Se v ∈ CTpΩ e f é constante, então v(f) = 0.

Demonstração. Analogamente à demonstração da Proposição 2.14.

Assim como para campos vetoriais (cf. Equação(2.6)), obtemos a seguir a representa-
ção local para vetores tangentes.

Dados p ∈ U , (U, x) uma carta local em Ω e L ∈ X (U), pela construção feita na
Subseção 2.1.2 temos que existe V ⊂ U aberto contendo p tal que se f ∈ C∞(V ), x(V ) =

B(a, rp) e a = x(p), com

f(q) = f(p) +
N∑
j=1

gj(q)(xj(q)− xj(p)), para todo q ∈ V.

Assim,

f = f(p) +
N∑
j=1

gj(xj − xj(p)), para todo f ∈ C∞(p).

Logo, dado v ∈ CTpΩ temos

v(f) =
N∑
j=1

gj(p)v(xj) =
N∑
j=1

∂f

∂xj
(p)v(xj) =

N∑
j=1

(
∂

∂xj

)
p

(f)v(xj).

Como f ∈ C∞(p) é arbitrário, temos que

v =
N∑
j=1

v(xj)

(
∂

∂xj

)
p

. (2.9)
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De maneira análoga ao feito para campos vetoriais (cf. Página37), prova-se que o conjunto{(
∂
∂xj

)
p

; j = 1, . . . , N

}
é L.I, sendo assim uma base de CTpΩ.

Definição 2.31. Definimos o fibrado tangente complexificado de Ω como sendo a união disjunta

CTΩ =
⋃
p∈Ω

CTpΩ.

O próximo conceito é o de subfibrado tangente, o qual será muito usado em nosso
estudo.

Definição 2.32. Seja Vp um subespaço vetorial de CTpΩ para cada p ∈ Ω. Dizemos que a união

disjunta V =
⋃
p∈Ω Vp é um subfibrado tangente, se as seguintes condições forem satisfeitas:

(i) dimVp = n, para todo p ∈ Ω;

(ii) Dado p0 ∈ Ω, existem U0 aberto contendo p0 e campos vetoriais L1, . . . , Ln ∈ X (U0)

tais que Vp = span{L1p, . . . , Lnp} para cada p ∈ U0.

O espaço vetorial Vp é chamado a fibra de V em p.

Para uma explanação da definição acima, seja Ω = R2 e considere

CTpΩ = span

{(
∂

∂x

)
p

,

(
∂

∂y

)
p

}
.

Considerando as fibras Vp = span
{(

∂
∂x

)
p

}
temos que as condições (i) e (ii) da definição são

satisfeitas. Agora se escolhermos Vp como abaixo:

Vp =


span

{(
∂

∂x

)
p

}
, se <(p) > 0;

span

{(
∂

∂y

)
p

}
, se <(p) ≤ 0.

temos que a condição (i) da definição é satisfeita, porém a condição (ii) não é satisfeita, o que
nos mostra uma decontinuidade em torno de qualquer ponto sobre o eixo y.

Definição 2.33. Seja V um subfibrado tangente e W ⊂ Ω aberto. Uma seção de V sobre W é

um elemento L de X (W ) tal que Lp ∈ Vp para todo p ∈ W .

Intuitivamente, observe que cada seção é uma equação do sistema de equações que
queremos estudar.

Finalmente definiremos estrutura formalmente integrável.
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Definição 2.34. Uma estrutura formalmente integrável sobre Ω é um subfibrado tangente V
que satisfaz a condição involutiva ( ou de Frobenius): Se W ⊂ Ω é aberto e L,M ∈ X (W )

são seções de V sobre W então [L,M ] é uma seção de V sobre W .

Definição 2.35. Uma solução (clássica) para a estrutura formalmente integrável V sobre Ω é

uma função u ∈ C1(Ω) tal que Lu = 0 para cada seção L de V definida em um subconjunto

aberto de Ω.

Exemplo 2.36. Seja Ω = R2 e considere

Vp = span

{(
∂

∂x

)
p

}

para todo p ∈ R2. Temos que o subfibrado tangente V é uma estrutura formalmente integrável.
De fato, pela Definição 2.34 basta verificarmos que V satisfaz a condição de Frobenius. Assim,
sejam W ⊂ R2 aberto e L,M ∈X (W ) seções de V sobre W . Então

L = a
∂

∂x
e M = b

∂

∂x
,

onde a, b ∈ C∞(W ). Logo,

[L,M ](f) = L(M(f))−M(L(f))

= L

(
b
∂f

∂x

)
−M

(
a
∂f

∂x

)
= a

∂

∂x

(
b
∂f

∂x

)
− b ∂

∂x

(
a
∂f

∂x

)
= a

∂b

∂x

∂f

∂x
+ ab

∂2f

∂x2
− b∂a

∂x

∂f

∂x
− ba∂

2f

∂x2

=

(
a
∂b

∂x
− b∂a

∂x

)
∂f

∂x
, para todo f ∈ C∞(W ).

Portanto, [L,M ] =
(
a ∂b
∂x
− b∂a

∂x

)
∂
∂x

, donde [L,M ] é seção de V sobreW . Além disso, considere
a aplicação u : R2 −→ R dada por u(p) = c para todo p ∈ R2. É claro que u ∈ C1(R2). Como
∂u
∂x

= 0, temos que u é solução clássica para a estrutura formalmente integrável V sobre R2.

Utilizaremos o próximo resultado na demonstração da proposição subsequente.

Lema 2.37. Sejam U ⊂ Ω aberto não vazio e L1, . . . , Ln ∈ X (U). Se, para cada p ∈ U , o

conjunto {L1p, . . . , Lnp} é L.I em CTpΩ então o conjunto {L1, . . . , Ln} é L.I em X (U).

Demonstração. De fato, sejam f1, . . . , fn ∈ C∞(U) tais que

n∑
j=1

fjLj = 0.
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Então,
n∑
j=1

fj(p)Ljp = 0

para todo p ∈ U . Como {L1p, . . . , Lnp} é L.I, temos que fj(p) = 0, para todo j = 1, . . . , n e
para todo p ∈ U . Logo, fj = 0, para todo j = 1, . . . , n, como queríamos.

Proposição 2.38. Seja V uma estrutura formalmente integrável sobre Ω e fixe p ∈ Ω. Con-

sidere uma carta local (U, x) com p ∈ U e campos vetoriais L1, . . . , Ln ∈ X (U) tais que

{L1q, . . . , Lnq} é uma base de Vq para cada q ∈ U . Então, existem cνjk ∈ C∞(U) com

j, k, ν = 1, . . . , n tais que

[Lj, Lk] =
n∑
ν=1

cνjkLν , j, k = 1, . . . , n.

Demonstração. Com efeito, como Lj ∈ X (U) para todo j = 1 . . . , n, temos que existem
ajk ∈ C∞(U) tais que

Lj =
N∑
j=1

ajk
∂

∂xk
.

Pelo Lema 2.37 temos que {L1, . . . , Ln} é L.I, assim, a matriz
a11 a21 · · · an1

a12 a22 · · · an2

...
... . . . ...

a1N a2N · · · anN


tem posto n e, após uma reoordenação dos índices podemos dizer que a matriz

a11 a21 · · · an1

a12 a22 · · · an2

...
... . . . ...

a1n a2n · · · ann


é invertível.

Afirmamos que o conjunto {L1, . . . , Ln,
∂

∂xn+1
, . . . , ∂

∂xN
} é uma base para o C∞(U)-

módulo X (U). De fato, considere

P =

(
A 0

B Id

)
,
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onde

A =


a11 a21 · · · an1

a12 a22 · · · an2

...
... . . . ...

a1n a2n · · · ann

 ,

B =


a1,n+1 a2,n+1 · · · an,n+1

a1,n+2 a2,n+2 · · · an,n+2

...
... . . . ...

a1N a2N · · · anN


e Id é a matriz identidade de ordem N − n. Note que P é a matriz dos coeficientes dos vetores
L1, . . . , Ln,

∂
∂xn+1

, . . . , ∂
∂xN

na base canônica de X (U). Como det(P ) = det(A) 6= 0, P é
invertível, donde {L1, . . . , Ln,

∂
∂xn+1

, . . . , ∂
∂xN
} é uma base para o C∞(U)-módulo X (U).

Agora, como para todo j, k = 1, . . . , n, Lj, Lk ∈ X (U) são seções de V sobre U
e como V é uma estrutura formalmente integrável sobre Ω, temos que [Lj, Lk] ∈ X (U) e
[Lj, Lk]q ∈ Vq para todo q ∈ U . Assim, existem cνjk ∈ C∞(U), j, k = 1, . . . , n e ν = 1, . . . , N

tais que

[Lj, Lk] =
n∑
ν=1

cνjkLν +
N∑

ν=n+1

cνjk
∂

∂xν
.

Além disso, como para todo q ∈ U o conjunto {L1q, . . . , Lnq} é base de Vq, temos que

N∑
ν=n+1

cνjk(q)

(
∂

∂xν

)
q

= 0.

Como
{(

∂
∂xν

)
q

; ν = n+ 1 . . . , N

}
é L.I segue que cνjk(q) = 0 para todo q ∈ U , j, k =

1, . . . , n e ν = n+ 1, . . . , N . Portanto, cνjk = 0, com j, k = 1, . . . , n e ν = n+ 1, . . . , N , donde
vem que

[Lj, Lk] =
n∑
ν=1

cνjkLν , j, k = 1, . . . , n.

2.3 FORMAS DIFERENCIAIS

Na presente seção, definiremos o dual do C∞(Ω)-módulo X (Ω), que é o espaço das
formas diferenciais e o dual do espaço CTpΩ. Além disso, definiremos o diferencial de uma
função C∞(Ω) e, de forma rápida, estudaremos as formas diferencias de grau r e definiremos o
produto exterior de 1-formas.

Definição 2.39. Denotaremos por N(Ω) o dual do C∞(Ω)-módulo X (Ω) e chamaremos seus

elementos de formas diferenciais sobre Ω de grau 1 ou 1-formas. Assim, uma 1-forma em Ω é
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uma aplicação C∞(Ω)-linear ω : X (Ω) −→ C∞(Ω), ou seja, ω(fL+M) = fω(L) + ω(M)

para todo f ∈ C∞(Ω) e para todo L,M ∈X (Ω).

Proposição 2.40. Sejam ω ∈ N(Ω), L ∈ X (Ω) e suponha que L se anula em um subconjunto

aberto V ⊂ Ω. Então ω(L) também se anula em V .

Demonstração. Seja p ∈ V . Como V é aberto, existe um aberto básico U ⊂ Ω tal que p ∈
U ⊂ V . Considere a carta local (U, x) e g ∈ C∞(Ω,R) tal que 0 ≤ g ≤ 1, g|U = 1 e g|V c = 0.
Afirmamos que L = (1− g)L. Com efeito, dado q ∈ Ω temos que
se q ∈ V , então [(1− g)L](q) = (1− g(q))0 = 0 = L(q),
e se q /∈ V , então [(1− g)L](q) = (1− 0)L(q) = L(q).

Portanto, L = (1− g)L. Logo, como ω é C∞(Ω)-linear e g(p) = 1, segue que

ω(L)(p) = ω[(1− g)L](p) = (1− g)(p)ω(L)(p) = (1− g(p))ω(L)(p) = 0.

Pela abitrariedade de p, temos que ω(L) = 0 em V .

Exemplo 2.41. Seja ϕ ∈ C∞(R2,R) tal que ϕ(x, y) = 0, se ‖(x, y)‖ > R onde R > 0.
Considere L : C∞(R2) −→ C∞(R2) dada por L(f)(p) = ϕ(p)∂f

∂x
(p), para toda f ∈ C∞(R2).

Temos que L ∈ X (R2), pois ∂
∂x
∈ X (R2). Ainda se ‖p‖ > R, então ϕ(p) = 0, logo L se

anula em ‖p‖ > R e, da Proposição 2.40 temos que ω(L) também se anula em ‖p‖ > R.

Como consequência da Proposição 2.40 é possível definir a restrição de uma 1-forma
ω ∈ N(Ω) sobre W ⊂ Ω aberto não vazio. Tal consequência é o conteúdo da próxima observa-
ção.

Observação 2.42. Dado ω ∈ N(Ω) existe ω|W ∈ N(W ) que torna o diagrama abaixo comuta-
tivo

X (Ω)

��

ω // C∞(Ω)

��
X (W )

ω|W // C∞(W ).

De fato, sejam W ⊂ Ω aberto não vazio e ω ∈ N(Ω). Defina para cada L ∈X (W )

ω|W (L)(p) = ω(L̃)(p),

onde L̃ ∈ X (Ω) e L̃ = L em alguma vizinhança de p. Observe que ω|W está bem definida.
Com efeito, sejam L,M ∈ X (W ) tais que L = M . Considere p ∈ W , ω|W (L)(p) = ω(L̃)(p)

e ω|W (M)(p) = ω(M̃)(p), onde L̃, M̃ ∈ X (Ω) são tais que L̃|V = L|V e M̃ |U = M |U
com V e U vizinhanças de p. Então, (M̃ − L̃)|U∩V = 0. Da Proposição 2.40 temos que
[ω(M̃ − L̃)]|U∩V = 0. Como p ∈ U ∩ V segue que ω(M̃ − L̃)(p) = 0, donde ω(M̃)(p) =

ω(L̃)(p). Além disso, é fácil verificar que ω|W ∈ N(W ) e que o diagrama é comutativo.
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Lema 2.43. Sejam ω ∈ N(Ω), L ∈X (Ω) e suponha que Lp = 0. Então, ω(L)(p) = 0.

Demonstração. Seja (U, x) uma carta local em Ω e considere p ∈ U . Dado LU ∈X (U) temos
que

LU =
N∑
j=1

LU(xj)
∂

∂xj
.

Logo, pela Observação 2.42e pelo Exemplo 2.28 segue que

ω(L)(p) = ω|U(LU)(p)

= ω|U

(
N∑
j=1

LU(xj)
∂

∂xj

)
(p)

=
N∑
j=1

LU(xj)(p)ω|U
(

∂

∂xj

)
(p)

=
N∑
j=1

Lp(xj)ω|U
(

∂

∂xj

)
(p) = 0,

como queríamos.

Definição 2.44. Definimos CT ∗pΩ como sendo o dual de CTpΩ e o chamamos espaço cotangente

complexo à Ω em p.

Exemplo 2.45. A cada ω ∈ N(Ω) associaremos um elemento ωp ∈ CT ∗pΩ dado por

ωp(v) = ω(L)(p),

onde L ∈ X (Ω) é tal que Lp = v. Verifiquemos que ωp está bem definida e que é linear. De
fato, sejam v, w ∈ CTpΩ tais que v = w e considere L,M ∈X (Ω) tais que Lp = v e Mp = w.
Então, Lp = Mp, donde (L−M)p = 0. Assim, pelo Lema 2.43 temos que ω(L−M)(p) = 0,
o que implica que ω(L)(p) = ω(M)(p), donde ωp está bem definida. Agora sejam λ ∈ C e
v, w ∈ CTpΩ. Então λv + w = λLp +Mp = (λL+M)p. Disto,

ωp(λv + w) = ω(λL+M)(p) = λω(L)(p) + ω(M)(p) = λωp(v) + ωp(w).

Logo, ωp é linear.

Reciprocamente, temos o seguinte exemplo:

Exemplo 2.46. Suponha que para cada p ∈ Ω temos um elemento ηp ∈ CT ∗pΩ tal que p 7−→
ηp(Lp) seja C∞(Ω), para todo L ∈ X (Ω). Então existe ω ∈ N(Ω) tal que ωp = ηp, para todo
p ∈ Ω. De fato, defina ω : X (Ω) −→ C∞(Ω) dada por

ω(L)(p) = ηp(Lp)
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para todo L ∈ X (Ω) e para todo p ∈ Ω. Observe que como L ∈ X (Ω), por hipótese
temos ω(L) ∈ C∞(Ω). Ainda, ω está bem definida, pois ηp está bem definida. Agora, dados
f ∈ C∞(Ω) e L,M ∈X (Ω), temos que

ω(fL+M)(p) = ηp((fL+M)p) = ηp(f(p)Lp +Mp)

= f(p)ηp(Lp) + ηp(Mp)

= f(p)ω(L)(p) + ω(M)(p)

= (fω(L) + ω(M))(p), para todo p ∈ Ω.

Portanto, ω(fL+M) = fω(L) + ω(M), o que implica que ω é C∞(Ω)-linear.

Seja (U, x) uma carta local em Ω com p ∈ U . Para cada j = 1, . . . , N considere a
aplicação dxj : X (U) −→ C∞(U) dada por

dxj

(
∂

∂xk

)
= δjk, para todo j, k = 1, . . . , N. (2.10)

De (2.6) e (2.10) temos que dxj ∈ N(U), para todo j = 1, . . . , N . Além disso, {dx1, . . . , dxN}
é a base dual de

{
∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xN

}
e, para todo ω ∈ N(U), temos que

ω =
N∑
j=1

ω

(
∂

∂xj

)
dxj, (2.11)

onde ω
(

∂
∂xj

)
∈ C∞(U). De fato, seja ω ∈ N(U). Observe que dado L ∈ X (U) temos, por

(2.6),

L =
N∑
j=1

L(xj)
∂

∂xj
, (2.12)

onde L(xj) ∈ C∞(U), para todo j = 1, . . . , N . Como dxk é C∞(U)-linear para todo k =

1, . . . , N , de (2.10) temos que

dxk(L) =
N∑
j=1

L(xj)dxk

(
∂

∂xj

)
=

N∑
j=1

L(xj)δkj = L(xk). (2.13)

De (2.12) e (2.13) segue que

ω(L) =
N∑
j=1

L(xj)ω

(
∂

∂xj

)
=

N∑
j=1

dxj(L)ω

(
∂

∂xj

)
.

Portanto,

ω =
N∑
j=1

ω

(
∂

∂xj

)
dxj.
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Analogamente, temos que {dx1p, . . . , dxNp} ⊂ CT ∗pΩ é a base dual de{(
∂

∂x1

)
p

, . . . ,

(
∂

∂xN

)
p

}
⊂ CTpΩ

e que qualquer elemento η ∈ CT ∗pΩ pode ser escrito da forma

η =
N∑
j=1

η

(
∂

∂xj

)
p

dxjp, (2.14)

onde η
(

∂
∂xj

)
p
∈ C para todo j = 1, . . . , N .

A próxima proposição mostra que o espaço cotangente é o conjunto de todas as 1-
formas aplicada num ponto.

Proposição 2.47. CT ∗pΩ = {ωp; ω ∈ N(Ω)}.

Demonstração. Pelo Exemplo 2.45 segue que {ωp;ω ∈ N(Ω)} ⊂ CT ∗pΩ. Agora mostraremos
que CT ∗pΩ ⊂ {ωp;ω ∈ N(Ω)}, isto é, dado η ∈ CT ∗pΩ mostraremos que existe ω ∈ N(Ω) tal
que η = ωp. Assim, seja η ∈ CT ∗pΩ. Então existem α1, . . . , αN ∈ C tais que

η =
N∑
j=1

αjdxjp.

Considere uma carta local (U, x) em Ω com p ∈ U e ϕ ∈ C∞(Ω) tal que, 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ(p) = 1

e ϕ|Uc = 0. Defina, ω : X (Ω) −→ C∞(Ω) por

ω(L)(q) = ϕ(q)
N∑
j=1

αjdxj(L)(q), L ∈X (Ω), q ∈ Ω.

Veja que ω está bem definida, pois dados L,M ∈ X (Ω) tais que L = M , temos que para todo
q ∈ Ω, L(xj)(q) = M(xj)(q), o que implica dxj(L)(q) = dxj(M)(q), por (2.13). Agora, dado
f ∈ C∞(Ω) temos

ω(fL+M)(q) = ϕ(q)
N∑
j=1

αjdxj(fL+M)(q)

= fϕ(q)
N∑
j=1

αjdxj(L)(q) + ϕ(q)
N∑
j=1

αjdxj(M)(q)

= fω(L)(q) + ω(M)(q), q ∈ Ω.
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Portanto, ω ∈ N(Ω) e, dado v = Lp ∈ CT ∗pΩ temos

ωp(v) = ω(L)(p) =
N∑
j=1

αjdxj(L)(p) =
N∑
j=1

αjdxjp(v) = η(v).

Logo, η = ωp, como queríamos.

Agora definiremos o diferencial de uma função C∞(Ω).

Definição 2.48. Dado f ∈ C∞(Ω) definamos df : X (Ω) −→ C∞(Ω) pela fórmula

df(L) = L(f), L ∈X (Ω) (2.15)

Observação 2.49. Vale que df ∈ N(Ω). De fato, observe primeiramente que df está bem
definida, pois L está bem definido. Agora, sejam L,M ∈X (Ω) e g ∈ C∞(Ω). Então,

df(gL+M) = (gL+M)(f) = gL(f) +M(f) = gdf(L) + df(M),

o que prova a observação.

Proposição 2.50. Se f é constante então df = 0.

Demonstração. Seja f uma função constante e tome L ∈ X (Ω) qualquer. Então, pela Propo-
sição 2.16 temos que L(f) = 0. Logo, df(L) = L(f) = 0. Pela arbitrariedade de L, segue que
df = 0.

A partir de (2.11), obtemos a representação usual em coordenadas locais

df =
N∑
j=1

df

(
∂

∂xj

)
dxj =

N∑
j=1

∂f

∂xj
dxj. (2.16)

Faremos agora uma breve pausa para estudarmos as formas diferenciais de grau r, as
quais generalizam as 1-formas. Além disso, definiremos o produto exterior de 1-formas.

Seja (U, x) uma carta local em Ω e recordemos que {dx1, . . . , dxN} ⊂ N(U) é a base
dual do conjunto { ∂

∂x1
, . . . , ∂

∂xN
}, o qual é a base do C∞(U)-módulo X (U). Considere o

conjunto I = {i1 < . . . < ir} ⊂ {1, 2, . . . , N} e escrevamos

dxI = dxi1 ∧ . . . ∧ dxir .

Dada uma lista de r campos L1, . . . , Lr ∈X (U), os quais podem ser escritos da forma

Lj

N∑
i=1

aij
∂

∂xi
, 1 ≤ j ≤ r,
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e denotando por A a matriz N × r, cujas entradas são as funções suaves aij , podemos definir a
aplicação dxI : X (U)r −→ C∞(U) por

dxI(L1, . . . , Lr) = det(AI),

ondeAI é a matriz r×r obtida deA selecionando as linhas cujos índices pertencem ao conjunto
I .

Definição 2.51. Uma forma diferencial ω de grau r, ou simplesmente uma r-forma, é a combi-

nação linear

ω =
∑
α∈C∞

αdxI ,

onde I = {i1 < . . . < ir} ⊂ {1, 2, . . . , N} e deg dxI = r.

Notação 2.52. Denotamos o conjunto das r-formas por Ar e convencionaremos que as funções
definidas em U são formas de grau 0.

Dessa forma, considere a aplicação Λ : N(U)r −→ Ar dada na base por

Λ(dxi1 , . . . , dxir) =

0, se ip = iq, para algum p e q;

σ(i1, . . . , ir)dxI , caso contrário.

onde σ(i1, . . . , ir) é o sinal da permutação 1 7−→ i1, . . . , r 7−→ ir. A aplicação Λ é cha-
mada de produto exterior e é uma extensão do símbolo ∧. Portanto, utilizaremos a convenção
Λ(dxi1 , . . . , dxir) = dxi1 ∧ . . . ∧ dxir .

2.3.1 Fibrados e Subfibrados Cotangente

Nesta subseção, definiremos fibrado cotangente complexificado, subfibrado cotangente
e o ortogonal de um subfibrado tangente, o qual é um subfibrado cotangente, a fim de nas
seções posteriores definirmos estrutura localmente integrável. Ao final da subseção, veremos a
definição de conjugado complexo dos conceitos estudados até então.

Definição 2.53. Definimos o fibrado cotangente complexificado de Ω como sendo a união dis-

junta

CT ∗Ω =
⋃
p∈Ω

CT ∗pΩ.

Definição 2.54. Seja Wp um subespaço vetorial de CT ∗pΩ para cada p ∈ Ω. Dizemos que a

união disjunta W =
⋃
p∈ΩWp é um subfibrado cotangente, se as seguintes condições forem

satisfeitas:

(i) dimWp = m, para todo p ∈ Ω;
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(ii) Dado p0 ∈ Ω, existem U0 aberto contendo p0 e 1-formas ω1, . . . , ωm ∈ N(U0) tais que

Wp = span{ω1p, . . . , ωmp} para cada p ∈ U0.

O espaço vetorialWp é chamado a fibra deW em p.

Proposição 2.55. Seja V =
⋃
p∈Ω Vp um subfibrado tangente e considere o conjunto

V⊥p = {λ ∈ CT ∗pΩ;λ = 0 em Vp}

para cada p ∈ Ω. Então V⊥ =
⋃
p∈Ω V⊥p é um subfibrado cotangente m-dimensional, onde

m = N − n.

Demonstração. Vamos primeiramente verificar que V⊥p ⊂ CT ∗pΩ é um subespaço vetorial m-
dimensional, para cada p ∈ Ω. Assim, sejam λ1, λ2 ∈ V⊥p e α ∈ C, então

(αλ1 + λ2)(v) = αλ1(v) + λ2(v) = α · 0 + 0 = 0, v ∈ Vp.

Logo, αλ1 + λ2 ∈ V⊥p , donde V⊥p é subespaço vetorial de CT ∗pΩ. Agora, dado {v1p, . . . , vnp}
uma base para Vp, existem vn+1p, . . . , vNp ∈ CTpΩ tais que {v1p, . . . , vNp} é uma base de
CTpΩ. Considere {u1p, . . . , uNp} a base dual de {v1p, . . . , vNp}. Então, dado u ∈ V⊥p temos
que u(vjp) = 0, j = 1, . . . , n, e u ∈ CT ∗pΩ. Assim,

u =
n∑
j=1

u(vjp)ujp +
N∑

j=n+1

u(vjp)ujp =
N∑

j=n+1

u(vjp)ujp

e, portanto, V⊥p = span{un+1p, . . . , uNp}. Como o conjunto {un+1p, . . . , uNp} é L.I, segue que
V⊥p é um espaço vetorial de dimensão N − n = m.

Por fim, resta verificar o segundo item da definição 2.54. Para isto, seja p0 ∈ Ω. Como
V =

⋃
p∈Ω Vp é um subfibrado tangente, existem U0 ⊂ Ω aberto contendo p0 e L1, . . . , Ln ∈

X (U0) tais que {L1p, . . . , Lnp} é uma base de Vp para cada p ∈ U0. Considere a carta local
(U0, x). Como L1, . . . , Ln ∈X (U0) temos que para todo j = 1, . . . , n e k = 1, . . . , N existem
ajk ∈ C∞(U0) tais que

Lj =
N∑
j=1

ajk
∂

∂xk
.

Como para cada p ∈ U0 o conjunto {L1p, . . . , Lnp} é L.I, temos em particular que a matriz
a11(p0) a21(p0) · · · an1(p0)

a12(p0) a22(p0) · · · an2(p0)
...

... . . . ...
a1N(p0) a2N(p0) · · · anN(p0)
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tem posto n e, que após uma reoordenação dos índices, a matriz
a11(p0) a21(p0) · · · an1(p0)

a12(p0) a22(p0) · · · an2(p0)
...

... . . . ...
a1n(p0) a2n(p0) · · · ann(p0)


possui determinante diferente de zero. Diminuindo a vizinhança U0 em torno de p0, se necessá-
rio, podemos assumir que a matriz

a11(p) a21(p) · · · an1(p)

a12(p) a22(p) · · · an2(p)
...

... . . . ...
a1n(p) a2n(p) · · · ann(p)


é invertível em U0.

Seja (bjk)j,k=1,...,n a inversa de (ajk)j,k=1,...,n, onde bjk ∈ C∞(U0), isto é,

n∑
j=1

alj(p)bjk(p) =
n∑
j=1

blj(p)ajk(p) = δlk, p ∈ U0, l, k = 1 . . . , n.

Considere

L]j =
n∑
ν=1

bjνLν , j = 1 . . . , n.

Como a matriz (bjν(p))j,ν=1,...,n é invertível para todo p ∈ U0, temos que {L]1p, . . . , L]np} é uma
base para Vp. Além disso,

L]j =
n∑
ν=1

bjνLν

=
n∑
ν=1

bjν

N∑
k=1

aνk
∂

∂xk

=
N∑
k=1

(
n∑
ν=1

bjνaνk

)
∂

∂xk

=
n∑
k=1

(
n∑
ν=1

bjνaνk

)
∂

∂xk
+

N∑
k=n+1

(
n∑
ν=1

bjνaνk

)
∂

∂xk

=
∂

∂xj
+

N∑
k=n+1

(
n∑
ν=1

bjνaνk

)
∂

∂xk
, j = 1, . . . , n.
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Definindo

cjk =
n∑
ν=1

bjνaν(k+n) j = 1, . . . , n, k = 1, . . . , N − n

temos que cjk são suaves em U0 e,

L]j =
∂

∂xj
+

m∑
k=1

cjk
∂

∂xk+n

, j = 1, . . . , n.

Agora defina

ωl = dxn+l −
n∑
γ=1

cγldxγ, l = 1, . . . ,m.

Observe que ωl ∈ N(U0), para todo l = 1, . . . ,m. Mostraremos que {ω1p, . . . , ωmp} ⊂ V⊥p e
que este conjunto é L.I para todo p ∈ U0, pois assim teremos que V⊥p = span{ω1p, . . . , ωmp},
para todo p ∈ U0. Com efeito,

ωlp(L
]
jp) = dxn+lp(L

]
jp)−

n∑
γ=1

cγl(p)dxγp(L
]
jp)

= dxn+lp

(
∂

∂xj

)
p

+
m∑
k=1

cjk(p)dxn+lp

(
∂

∂xk+n

)
p

−
n∑
γ=1

cγl(p)

[
dxγp

(
∂

∂xj

)
p

+
m∑
k=1

cjk(p)dxγp

(
∂

∂xk+n

)
p

]

= cjl(p)−
n∑
γ=1

cγl(p)dxγp

(
∂

∂xj

)
p

−
n∑
γ=1

cγl(p)
m∑
k=1

cjk(p)dxγp

(
∂

∂xk+n

)
p

= cjl(p)− cjl(p)

= 0,

para todo l = 1, . . . ,m e j = 1, . . . , n. Como {L]1p, . . . , L]np} é base de Vp, temos que
{ω1p, . . . , ωmp} ⊂ V⊥p . Ainda, sejam α1p, . . . , αmp ∈ C tais que

m∑
l=1

αlpωlp = 0,

onde p ∈ U0 é fixo. Logo, para todo j = 1, . . . ,m,

m∑
l=1

αlpωlp

(
∂

∂xn+j

)
p

= 0.



54

Por outro lado,

m∑
l=1

αlpωlp

(
∂

∂xn+j

)
p

=
m∑
l=1

αlpdxn+lp

(
∂

∂xn+j

)
p

−
m∑
l=1

αlp

n∑
γ=1

cγl(p)dxγp

(
∂

∂xn+j

)
p

= αjp

para todo j = 1, . . . ,m. Portanto, αjp = 0, j = 1, . . . ,m, donde vem que {ω1p, . . . , ωmp} é L.I
para todo p ∈ U0, como queríamos.

Observação 2.56. A recíproca da proposição anterior também é válida, isto é, se V⊥ é um
subfibrado cotangente, então V é um subfibrado tangente. De fato, primeiramente vejamos
que Vp ⊂ CTpΩ é um subespaço vetorial n-dimensional, para cada p ∈ Ω. Para isto, sejam
α1, α2 ∈ Vp e λ ∈ C. Então para todo u ∈ V⊥p , temos que

u(λα1 + α2) = λu(α1) + u(α2) = λ · 0 + 0 = 0,

donde λα1 + α2 ∈ Vp. Logo, Vp é subespaço de CTpΩ. Agora seja {v1p, . . . , vmp} uma base
para V⊥p , então existem vm+1,p, . . . , vNp tais que {v1p, . . . , vNp} é base de CT ∗pΩ. Considere
{u1p, . . . , uNp} uma base de CTpΩ, assim, vjp(uip) = δji, para todo j, i = 1, . . . , N . Ainda,
dado u ∈ Vp, temos que u ∈ CTpΩ. Logo, existem α1, . . . , αN ∈ C tais que

u =
N∑
i=1

αiuip.

Dessa forma, para cada k = 1, . . . ,m temos que

0 = vkp(u) =
N∑
i=1

αivkp(uip) =
m∑
i=1

αivkp(uip) +
N∑

i=m+1

αivkp(uip) = αk.

Portanto,

u =
N∑

i=m+1

αiuip,

donde Vp = span{um+1,p, . . . , uNp} e, como este conjunto é L.I segue que Vp é um espaço
vetorial de dimensãoN−m = n. A demonstração do segundo item da definição 2.32 é análoga
ao feito na Proposição 2.55, isto é, como V⊥ =

⋃
p∈Ω V⊥p é um subfibrado cotangente, existem

U0 ⊂ Ω aberto contendo p0 e ω1, . . . , ωm ∈ N(U0) tais que {ω1p, . . . , ωmp} é uma base de V⊥p
para cada p ∈ U0. Considere a carta local (U0, x). Como ω1, . . . , ωm ∈ N(U0) temos que para
todo j = 1, . . . ,m e k = 1, . . . , N existem ajk ∈ C∞(U0) tais que

ωj =
N∑
j=1

ajkdxk.
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Logo, basta considerarmos

ω]j =
m∑
ν=1

bjνων , j = 1, . . . ,m,

onde (bjk)j,k=1,...,m, é a inversa de (ajk)j,k=1,...,m. Assim, obteremos que {ω]1p, . . . , ω]mp} é uma
base de V⊥p e que

ω]j = dxj +
n∑
k=1

cjkdxk+m, j = 1, . . . ,m,

onde, cjk =
∑m

ν=1 bjνaν,k+m, j = 1, . . . ,m e k = 1, . . . , n. Por fim, tomando os campos
vetoriais

Ll =
∂

∂xm+l

−
m∑
γ=1

cγl
∂

∂xγ
, l = 1, . . . , n

temos que Vp = span{L1p, . . . , Lnp}, para todo p ∈ U0, concluindo a demonstração.

Notação 2.57. Se V for uma estrutura formalmente integrável sobre Ω de dimensão N , denota-
remos o subfibrado V⊥ por T ′. Além disso, n sempre denotará o posto de V e m = N − n o
posto de T ′.

Além disso, usaremos as seguintes notações:

TpΩ = {v ∈ CTpΩ; v é real};

T ∗pΩ = {ξ ∈ CT ∗pΩ; ξ é real};

TΩ =
⋃
p∈Ω

TpΩ;

T ∗Ω =
⋃
p∈Ω

T ∗pΩ.

Vejamos agora as definições de conjugado complexo de elementos nos espaços X (Ω),
C∞(p), CTpΩ, CT ∗pΩ e N(Ω).

Definição 2.58. Dado L ∈ X (Ω), seu conjugado complexo é o campo vetorial L ∈ X (Ω)

definido por

L(f) = L(f), f ∈ C∞(Ω). (2.17)

Além disso, dizemos que L é um campo vetorial real se L = L.

Observação 2.59. Dado L ∈ X (Ω) temos que L é real se, e somente se, L(C∞(Ω,R)) ⊂
C∞(Ω,R). De fato, seja g ∈ L(C∞(Ω,R)). Então, existe h ∈ C∞(Ω,R) tal que g = L(h).
Queremos mostrar que g ∈ C∞(Ω,R), isto é, g(p) = g(p), para todo p ∈ Ω. Assim, seja p ∈ Ω.
Logo, por (2.17) e pela hipótese temos que

g(p) = L(h)(p) = L((h)(p)) = L(h)(p) = g(p).
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Portanto, L(C∞(Ω,R)) ⊂ C∞(Ω,R). Reciprocamente, seja f ∈ C∞(Ω,R). Por hipótese,
temos que L(f) ∈ C∞(Ω,R). Disto e por (2.17) segue que

L(f) = L(f) = L(f) = L(f),

para toda f ∈ C∞(Ω,R). Logo, L = L, o que conclui a demonstração.

Definição 2.60. Dado f ∈ C∞(p) seu conjugado complexo é o elemento f ∈ C∞(p), isto é,

f = {g ∈ C∞(Ω); f ∼ g}.

Definição 2.61. Dado v ∈ CTpΩ, seu conjugado complexo é o vetor tangente v ∈ CTpΩ
definido por

v(f) = v(f), f ∈ C∞(p). (2.18)

Além disso, dizemos que v é um vetor tangente real se v = v.

Definição 2.62. Dado η ∈ CT ∗pΩ, seu conjugado complexo é o elemento η ∈ CT ∗pΩ definido

por

η(v) = η(v), v ∈ CTpΩ. (2.19)

Além disso, dizemos que η é real se η = η.

Definição 2.63. Dado ω ∈ N(Ω), seu conjugado complexo é a 1-forma ω ∈ N(Ω) definida por

ω(L) = ω(L), L ∈X (Ω). (2.20)

Além disso, dizemos que ω é uma 1-forma real se ω = ω.

Observação 2.64. Dado um subespaço Vp ⊂ CTpΩ definimos seu conjugado complexo por

Vp = {v ∈ CTpΩ; v ∈ Vp}. (2.21)

Assim, se V =
⋃
p∈Ω Vp é um subfibrado tangente, então V =

⋃
p∈Ω Vp também é um subfibrado

tangente. Além disso, V⊥ = V⊥. De fato, primeiramente provemos que Vp é um subespaço de
CTpΩ. Assim, sejam v1, v2 ∈ Vp e α ∈ C. Então, v1, v2 ∈ CTpΩ tais que v1, v2 ∈ Vp. Assim,

αv1 + v2 = αv1 + v2 ∈ CTpΩ e αv1 + v2 ∈ Vp,

pois CTpΩ e Vp são espaços vetoriais. Logo, αv1 + v2 ∈ Vp, donde Vp é um subespaço vetorial
de CTpΩ.

Agora, como V é um subfibrado tangente, sabemos que dimVp = n para todo p ∈ Ω

e, que dado p0 ∈ Ω, existem uma vizinhança U0 de p0 e L1, . . . , Ln ∈ X (U0) tais que Vp =

span{L1p, . . . , Lnp}, para todo p ∈ U0. Como L1, . . . , Ln ∈ X (U0), considere o conjunto
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{L1p, . . . , Lnp} ⊂ Vp e mostremos que Vp = span{L1p, . . . , Lnp}, para todo p ∈ U0. Com
efeito, seja u ∈ Vp, então u ∈ Vp. Logo, existem αip ∈ C, i = 1, . . . , n, tais que

u =
n∑
i=1

αipLip, p ∈ U0.

Assim,

u =
n∑
i=1

αipLip =
n∑
i=1

αipLip,

donde, Vp = span{L1p, . . . , Lnp}, para todo p ∈ U0. Além disso, o conjunto {L1p, . . . , Lnp} é
L.I para todo p ∈ U0, pois caso contrário existiria p̃ ∈ U0 tal que, sem perda de generalidade,

L1p̃ = λ2p̃L2p̃ + . . .+ λnp̃Lnp̃ = λ2p̃L2p̃ + . . .+ λnp̃Lnp̃.

Logo,
L1p̃ = λ2p̃L2p̃ + . . .+ λnp̃Lnp̃

o que é um absurdo, pois {L1p, . . . , Lnp} é L.I para todo p ∈ U0. Portanto, dimVp = n para
todo p ∈ U0. Por fim, provemos que V⊥ = V⊥. Para isto, é suficiente provar que Vp

⊥
= V⊥p ,

para algum p ∈ Ω. Assim, seja λ ∈ Vp
⊥

. Então, λ(v) = 0 para todo v ∈ Vp, isto é, para
todo v ∈ Vp. Logo, λ(v) = λ(v) = 0 = 0 para todo v ∈ Vp, o que implica que λ ∈ V⊥p .
Reciprocamente, seja λ ∈ V⊥p . Então, λ ∈ V⊥p , isto é, λ(v) = 0 para todo v ∈ Vp. Assim,
λ(v) = λ(v) = 0 = 0, para todo v ∈ Vp, ou seja, para todo v ∈ Vp. Portanto, λ ∈ Vp

⊥
, como

queríamos.

2.4 O TEOREMA DE FROBENIUS

Seja Ω uma variedade diferenciávelN -dimensional e tome um sistema de coordenadas
locais em Ω. O Teorema de Frobenius nos permite, sob algumas hipóteses, determinar um novo
sistema de coordenadas locais em Ω, de forma que podemos representar de maneira simplificada
um campo vetorial real. Veja o seguinte exemplo:

Exemplo 2.65. Sejam Ω = R2 uma variedade diferenciável, x = (x1, x2) um sistema de coor-
denadas locais em Ω, onde x(s, t) = (s, t) com (s, t) ∈ R2, e (u, v) as coordenadas euclidianas.
Considere o campo vetorial real

L =
∂

∂x1

+
∂

∂x2

.

Vamos determinar um sistema de coordenadas locais y1, y2 tais que

L =
∂

∂y1

.
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Considere o seguinte problema de Cauchy inverso

∂x1
∂y1

= 1

∂x2
∂y1

= 1

x1(0, y2) = 0

x2(0, y2) = y2

(2.22)

Temos que x1(y1, y2) = y1 e x2(y1, y2) = y1 + y2 é a única solução do problema (2.22).
Invertendo a solução do problema encontramos o sistema y1, y2, ou seja, y1(x1, x2) = x1 e
y2(x1, x2) = x2 − x1. Agora verifiquemos que ∂

∂x1
+ ∂

∂x2
= ∂

∂y1
. De fato, seja f ∈ C∞(Ω,R).

Então,

∂f

∂y1

(p, q) =

{
∂(f ◦ y−1)

∂u
◦ y
}

(p, q) =
∂(f ◦ y−1)

∂u
(y(p, q)) =

∂(f ◦ y−1)

∂u
(p, q − p). (2.23)

Mas, (f ◦ y−1)(u, v) = f(y−1(u, v)) = f(u, u+ v) donde,

∂(f ◦ y−1)

∂u
(u, v) =

∂f

∂u
(u, u+ v)

=
∂f

∂u
(u, u+ v)

∂u

∂u
+
∂f

∂v
(u, u+ v)

∂(u+ v)

∂u

=
∂f

∂u
(u, u+ v) +

∂f

∂v
(u, u+ v).

Logo, voltando em (2.23) temos que

∂f

∂y1

(p, q) =
∂(f ◦ y−1)

∂u
(p, q − p) =

∂f

∂u
(p, q) +

∂f

∂v
(p, q). (2.24)

Por outro lado,

∂f

∂x1

(s, t) +
∂f

∂x2

(s, t) =

{
∂(f ◦ x−1)

∂u
◦ x
}

(s, t) +

{
∂(f ◦ x−1)

∂v
◦ x
}

(s, t)

=
∂(f ◦ x−1)

∂u
(x(s, t)) +

∂(f ◦ x−1)

∂v
(x(s, t))

=
∂(f ◦ x−1)

∂u
(s, t) +

∂(f ◦ x−1)

∂v
(s, t) (2.25)

Mas, (f ◦ x−1)(u, v) = f(x−1(u, v)) = f(u, v), o que implica que

∂(f ◦ x−1)

∂u
(u, v) =

∂f

∂u
(u, v) e

∂(f ◦ x−1)

∂v
(u, v) =

∂f

∂v
(u, v).
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Voltando em (2.25) temos que

∂f

∂x1

(s, t) +
∂f

∂x2

(s, t) =
∂f

∂u
(s, t) +

∂f

∂v
(s, t). (2.26)

De (2.24) e (2.26), vem que

∂f

∂y1

(s, t) =
∂f

∂u
(s, t) +

∂f

∂v
(s, t) =

∂f

∂x1

(s, t) +
∂f

∂x2

(s, t),

como queríamos.

Proposição 2.66. Considere um campo vetorial real L ∈ X (U), onde U é uma vizinhança da

origem em RN e, suponha que L 6= 0. Então existem coordenadas locais y1, . . . , yN definidas

numa vizinhança da origem em RN tal que

L =
∂

∂y1

.

Demonstração. Seja L ∈X (U) um campo vetorial real. Assim,

L =
N∑
j=1

aj
∂

∂xj
,

onde aj ∈ C∞(U,R) para todo j = 1, . . . , N . Como L 6= 0 temos que existe p ∈ RN tal que
Lp 6= 0. Assim, aj(p) 6= 0 para algum j = 1, . . . , N . Defina o sistema de coordenadas locais
y1 = xj − xj(p), y2 = x2 − x2(p), y3 = x3 − x3(p), . . . , yj = x1 − x1(p). Então podemos
dizer que a1(0) 6= 0. Considere o seguinte problema de Cauchy

∂xj
∂y1

= aj(x1, . . . , xN), j = 1, . . . , N

x1(0, y2, . . . , yN) = 0

xj(0, y2, . . . , yN) = yj, j = 2, . . . , N.

(2.27)

Tomando a matriz

A =


∂x1
∂y1

∂x1
∂y2

· · · ∂x1
∂yN

∂x2
∂y1

∂x2
∂y2

· · · ∂x2
∂yN

...
... . . . ...

∂xN
∂y1

∂xN
∂y2

· · · ∂xN
∂yN

 =


a1(x1, . . . , xN) 0 · · · 0

a2(x1, . . . , xN) 1 · · · 0
...

... . . . ...
aN(x1, . . . , xN) 0 · · · 1

 ,

temos que detA = a1(x1, . . . , xN). Ainda, como a1(0) 6= 0 e a1 é contínua, existe uma
vizinhança V de 0 tal que a1 6= 0 em V , isto é, detA 6= 0 em V . Portanto, o problema (2.27)
possui uma única solução em V . Além disso, pelo Teorema da Função Inversa a aplicação
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(y1, . . . , yN) 7−→ (x1, . . . , xN) é um difeomorfismo suave na origem. Portanto,

L =
N∑
j=1

aj
∂

∂xj
=

N∑
j=1

∂xj
∂y1

∂

∂xj
=

∂

∂y1

.

Corolário 2.67. Considere L ∈ X (U) real, onde U é uma vizinhança da origem em R e

suponha que L 6= 0. Então existe uma coordenada local y definida numa vizinhança da origem

tal que

L =
d

dy
.

Demonstração. Seja L = a d
dx

, onde a ∈ C∞(U,R). Como L 6= 0, existe p ∈ R tal que Lp 6= 0,
o que implica, que a(p) 6= 0. Tomando o seguinte sistema de coordenadas locais y = x− x(p),
temos que neste novo sistema p = 0, isto é, a(0) 6= 0. Considere o seguinte PVIdx

dy
= a(x)

x(0) = 0.
(2.28)

Como a ∈ C∞(U,R) temos que o sistema (2.28) possui uma única solução x ∈ U não nula,
pois caso contrário, a(0) = 0 e x não seria homeomorfismo. Além disso, pelo Teorema da
Função Inversa a aplicação y 7−→ x é um difeomorfismo suave na origem. Portanto,

L = a
d

dx
=
dx

dy

d

dx
=

d

dy
.

A generalização da Proposição 2.66 à n campos vetoriais é o clássico Teorema de
Frobenius:

Teorema 2.68. Sejam L1, . . . , Ln campos vetoriais reais, linearmente independentes, defini-

dos em uma vizinhança V da origem de RN . Suponha que o subfibrado V de CTV gerado

por L1, . . . , Ln seja uma estrutura formalmente integrável. Então existem coordenadas locais

y1, . . . , yN definidas em uma vizinhança da origem, tais que V é gerado por ∂
∂y1
, . . . , ∂

∂yn
.

A demonstração deste teorema foi baseada em [16].

Demonstração. Provaremos por indução sobre N . Se N = 1, temos que n = 1, pois n ≤ N

e, assim este caso segue diretamente do Corolário 2.67. Agora, suponha que o resultado vale
para N − 1 e, sejam L1, . . . , Ln campos vetoriais reais, L.I, definidos em uma vizinhança V
da origem de RN , sendo que o subfibrado V de CTV gerado por L1, . . . , Ln é uma estrurtura
formalmente integrável. Como L1, . . . , Ln são L.I, temos que Lj 6= 0, para todo j = 1, . . . , n.
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Aplicando o procedimento descrito na Proposição 2.66 e, diminuindo a vizinhança de V se
necessário, existe um difeomorfismo x : V −→ x(V ) com x(0) = 0, tal que

L1 =
∂

∂x1

, Lj =
N∑
k=1

ajk
∂

∂xk
, j = 2, . . . , n.

Defina, L]1 = L1 e L]j = Lj − aj1L1, j = 2, . . . , n. Note que,

L]j =
N∑
k=1

ajk
∂

∂xk
− aj1

∂

∂x1

=
N∑
k=2

ajk
∂

∂xk
, j = 2, . . . , n

isto é, L]j não envolve diferenciação na variável x1. Ainda, para cada p ∈ V temos

L]1p = L1p ∈ Vp = span{L1p, . . . , Lnp} (2.29)

L]jp = Ljp − aj1(p)L1p ∈ Vp = span{L1p, . . . , Lnp} j = 2, . . . , n (2.30)

e se α1, . . . , αn ∈ C são tais que
n∑
j=1

αjL
]
jp = 0

temos que,

α1L
]
1p +

n∑
j=2

αjL
]
jp = 0.

Disto, e de (2.29) e (2.30) obtemos(
α1 −

n∑
j=2

αjaj1(p)

)
L1p +

n∑
j=2

αjLjp = 0.

Como {L1p, . . . , Lnp} é L.I, temos que αj = 0 para todo j = 2, . . . , n e

α1 =
n∑
j=2

αjaj1(p) = 0.

Logo, {L]1p, . . . , L]np} ⊂ Vp é L.I para todo p ∈ V , donde Vp = span{L]1p, . . . , L]np} para todo
p ∈ V .

Como o subfibrado V de CTV é uma estrutura formalmente integrável, segue da Pro-
posição 2.38 que existem cνjk ∈ C∞(V ) tais que

[L]j, L
]
k] =

n∑
ν=1

cνjkL
]
ν , j, k = 1, . . . , n.
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Observe que para j, k = 1, . . . , n temos que

dx1[L]j, L
]
k] = dx1

(
c1
jk

∂

∂x1

+
n∑
ν=2

cνjk

n∑
k=2

aνk
∂

∂xk

)

= c1
jkdx1

(
∂

∂x1

)
+

n∑
ν=2

cνjk

n∑
k=2

aνkdx1

(
∂

∂xk

)
= c1

jk.

Por outro lado,

dx1[L]j, L
]
k] = dx1

N∑
ν=1

[L]j, L
]
k](xν)

(
∂

∂xν

)
=

N∑
ν=1

[L]j, L
]
k](xν)dx1

(
∂

∂xν

)

= [L]j, L
]
k](x1) = L]j

(
N∑
ν=2

akν
∂

∂xν
x1

)
− L]k

(
N∑
ν=2

ajν
∂

∂xν
x1

)
= 0.

Dessa forma, c1
jk = 0, para todo j, k = 1, . . . , n e, consequentemente,

[L]j, L
]
k] =

n∑
ν=2

cνjkL
]
ν , j, k = 1, . . . , n.

Agora, como x(V ) é um aberto de RN que contém a origem, temos que existe δ > 0

tal que BRN (0, δ) ⊂ x(V ).Considere W = BRN−1(0, δ) ⊂ RN−1. Assim, W é uma variedade
diferenciável de dimensão N − 1. Além disso, diminuindo a vizinhança de V , se necessário,
podemos supor que BRN (0, δ) = x(V ).

Dado L ∈X (V ), definamos LU ∈X (U), onde U = x(V ) ⊂ RN é aberto, por

LU : C∞(U) −→ C∞(U)

g 7−→ LU(g) = L(g ◦ x) ◦ x−1. (2.31)

Observe que LU está bem definida, pois dados g1, g2 ∈ C∞(U) tais que g1 = g2 temos que,
g1 ◦x = g2 ◦x, o que implica, que L(g1 ◦x) = L(g2 ◦x). Logo, L(g1 ◦x)◦x−1 = L(g2 ◦x)◦x−1.
Ainda,

LU(λg1 + g2) = L[(λg1 + g2) ◦ x] ◦ x−1

= L[(λg1 ◦ x) + (g2 ◦ x)] ◦ x−1

= [λL(g1 ◦ x) + L(g2 ◦ x)] ◦ x−1

= λL(g1 ◦ x) ◦ x−1 + L(g2 ◦ x) ◦ x−1

= λLU(g1) + LU(g2), para todo λ ∈ C e g1, g2 ∈ C∞(U)
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isto é, LU é linear sobre C e,

LU(g1g2) = L[(g1g2) ◦ x] ◦ x−1

= L[(g1 ◦ x)(g2 ◦ x)] ◦ x−1

= [(g1 ◦ x)L(g2 ◦ x) + (g2 ◦ x)L(g1 ◦ x)] ◦ x−1

= g1L(g2 ◦ x) ◦ x−1 + g2L(g1 ◦ x) ◦ x−1

= g1LU(g2) + g2LU(g1), para todo g1, g2 ∈ C∞(U).

Portanto, LU ∈X (U).
Agora, dado L ∈ X (U), definiremos L|W ∈ X (W ). Para isto, dada f ∈ C∞(W ),

defina

f̃ : U −→ C

(t, q) 7−→ f̃(t, q) = f(q), (2.32)

onde t ∈ R. Veja que f̃ ∈ C∞(U). De fato, basta observar que f̃(t, q) = f ◦ T (t, q) = f(q),
onde

T : U −→ W

(t, q) 7−→ T (t, q) = q

é uma tranformação linear. Como f e T são suaves temos que f̃ é suave. Assim, definamos

L|W (f)(q) = L(f̃)(0, q), (2.33)

para todo f ∈ C∞(W ) e para todo q ∈ W . Observe que L|W está bem definida, pois dados
f, g ∈ C∞(W ) tais que f = g temos que, f(q) = g(q), o que implica, que f̃(0, q) = g̃(0, q),
donde L(f̃)(0, q) = L(g̃)(0, q). Ainda, dados f1, f2 ∈ C∞(W ) e α ∈ C, temos que f̃1(t, q) =

f1(q) e f̃2(t, q) = f2(q). Assim, (αf1 + f2)(q) = (αf̃1 + f̃2)(t, q) e (f1f2)(q) = (f̃1f̃2)(t, q).
Logo,

L|W (αf1+f2)(q) = L(αf̃1+f̃2)(0, q) = αL(f̃1)(0, q)+L(f̃2)(0, q) = αL|W (f1)(q)+L|W (f2)(q),

e

L|W (f1f2)(q) = L(f̃1f̃2)(0, q)

= f̃1(0, q)L(f̃2)(0, q) + f̃2(0, q)L(f̃1)(0, q)

= f1(q)L|W (f2)(q) + f2(q)L|W (f1)(q)

para todo q ∈ W . Portanto, L|W ∈X (W ).
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Como L]j ∈ X (V ), temos que (L]j)U |W ∈ X (W ). Assim, definamos os campos
vetoriais reais Mj = (L]j)U |W ∈ X (W ), para cada j = 2, . . . , n. Dessa forma, dado f ∈
C∞(W ) e q ∈ W

Mj(f)(q) = (L]j)U(f̃)(0, q) =
(
L]j(f̃ ◦ x) ◦ x−1

)
(0, q)

=

[(
N∑
k=2

ajk
∂

∂xk

)
(f̃ ◦ x)

]
◦ x−1(0, q)

=
N∑
k=2

ajk(x−1(0, q))
∂(f̃ ◦ x)

∂xk
◦ x−1(0, q)

=
N∑
k=2

(ajk ◦ x−1(0, q))

(
∂

∂xk

)
U

(f̃)(0, q)

=

[
N∑
k=2

(ajk ◦ x−1 ◦ ψ)

(
∂

∂xk

)
U

|W

]
(f)(q),

onde

ψ : W −→ U

q 7−→ ψ(q) = (0, q). (2.34)

Assim,

Mj =
N∑
k=2

(ajk ◦ x−1 ◦ ψ)

(
∂

∂xk

)
U

|W , j = 2, . . . , n.

Verifiquemos agora que o conjunto {M2q, . . . ,Mnq} é L.I, para todo q ∈ W . Para isto, sejam
β2, . . . , βn ∈ C tais que

n∑
j=2

βjMjq = 0, para todo q ∈ W. (2.35)

Dado p = (p2, . . . , pN) ∈ W , definamos p̃ = x−1(0, p) ∈ V e, dado f ∈ C∞(V ) definamos
f̂ ∈ C∞(W ) por f̂(q) = (f ◦ x−1)(0, q) = f(q̃), para todo q ∈ W . Observe que, para todo
f ∈ C∞(V ) e j = 2, . . . , n temos

L]j(f)(p̃) =

(
n∑
k=2

ajk
∂

∂xk

)
(f)(p̃) =

n∑
k=2

ajk(p̃)
∂f

∂xk
(p̃) =

n∑
k=2

ajk(p̃)
∂f̂

∂xk
(p).

Mas, de (2.32) f̂(p) =
˜̂
f(0, p). Então,

L]j(f)(p̃) =
n∑
k=2

ajk(p̃)
∂

˜̂
f

∂xk
(0, p) =

n∑
k=2

ajk(p̃)
∂(

˜̂
f ◦ x ◦ x−1)

∂xk
(x(p̃)) =

n∑
k=2

ajk(p̃)
∂(

˜̂
f ◦ x)

∂xk
(p̃)

= L]j(
˜̂
f ◦ x)(p̃).
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Por outro lado, de (2.31) e (2.33) temos que

Mj(f̂)(p) = (L]j)U |W (f̂)(p) = (L]j)U(
˜̂
f)(0, p) = L]j(

˜̂
f ◦ x)(x−1(0, p)). (2.36)

Portanto,
L]j(f)(p̃) = L]j(

˜̂
f ◦ x)(p̃) = L]j(

˜̂
f ◦ x)(x−1(0, p)) = Mj(f̂)(p).

Disto e de (2.35), temos que para todo f ∈ C∞(p̃)

n∑
j=2

βjL
]
jp̃(f) =

n∑
j=2

βjL
]
j(f)(p̃) =

n∑
j=2

βjMj(f̂)(p) =
n∑
j=2

βjMjp(f̂) = 0.

Assim,
n∑
j=2

βjL
]
jp̃ = 0,

e como {L]1p̃, . . . , L
]
np̃} é L.I, pois p̃ ∈ V , temos que βj = 0 para todo j = 2, . . . , n. Logo,

{M2q, . . . ,Mnq} é L.I, para todo q ∈ W . Consequentemente, do Lema 2.37 temos que {M2, . . . ,Mn}
é L.I.

Definindo V ′q = span{M2q, . . . ,Mnq} para todo q ∈ W , temos que

V ′ =
⋃
q∈W

V ′q ⊂ CTW

é um subfibrado tangente. Iremos provar agora que V ′ é uma estrutura formalmente integrável.
Assim, para cada j, k = 2, . . . , n, sejamMj,Mk ∈X (W ) seções de V ′ sobreW . Mostraremos
que [Mj,Mk]q ∈ V ′q, para todo q ∈ W .
Afirmação 1: [Mj,Mk] =

∑n
ν=2(cνjk ◦ x−1 ◦ ψ)Mν , j, k = 2, . . . , n.

Com efeito, dados f ∈ C∞(W ) e q ∈ W temos que

[L]j, L
]
k]U |W (f)(q) =

(
n∑
ν=2

cνjkL
]
ν

)
U

|W (f)(q) =

(
n∑
ν=2

cνjkL
]
ν

)
U

(f̃)(0, q)

=

[(
n∑
ν=2

cνjkL
]
ν

)
(f̃ ◦ x)

]
◦ x−1(0, q)

=
n∑
ν=2

cνjk(x−1(0, q))L]ν(f̃ ◦ x)(x−1(0, q)).

Mas, como f ∈ C∞(W ) temos de (2.36) que L]ν(f̃ ◦ x)(x−1(0, q)) = Mν(f)(q). Logo,

[L]j, L
]
k]U |W (f)(q) =

n∑
ν=2

cνjk(x−1(0, q))Mν(f)(q) =

(
n∑
ν=2

(cνjk ◦ x−1 ◦ ψ)Mν

)
(f)(q)
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para todo f ∈ C∞(W ) e q ∈ W . Assim,

[L]j, L
]
k]U |W =

n∑
ν=2

(cνjk ◦ x−1 ◦ ψ)Mν , j, k = 2, . . . , n.

Para concluirmos a afirmação resta provarmos que

[L]j, L
]
k]U |W = [Mj,Mk], j, k = 2, . . . , n.

Para isto, sejam f ∈ C∞(W ), q ∈ W e j, k = 2, . . . , n. Assim,

[L]j, L
]
k]U |W (f)(q) = [L]j, L

]
k]U(f̃)(0, q)

=
{

[L]j, L
]
k](f̃ ◦ x)

}
(x−1(0, q))

= L]j(L
]
k(f̃ ◦ x))(x−1(0, q))− L]k(L

]
j(f̃ ◦ x))(x−1(0, q)).

Pela representação local dos campos vetoriais complexos, temos que

[L]j, L
]
k]U |W (f)(q) = L]j

(
n∑
ν=2

akν
∂(f̃ ◦ x)

∂xν

)
(x−1(0, q))− L]k

(
n∑
l=2

ajl
∂(f̃ ◦ x)

∂xl

)
(x−1(0, q))

=

(
n∑
l=2

ajl
∂

∂xl

)(
n∑
ν=2

akν
∂(f̃ ◦ x)

∂xν

)
(x−1(0, q))

−

(
n∑
ν=2

akν
∂

∂xν

)(
n∑
l=2

ajl
∂(f̃ ◦ x)

∂xl

)
(x−1(0, q)).

Agora pela regra do produto, vem que

[L]j, L
]
k]U |W (f)(q) =

(
n∑

l,ν=2

ajl
∂akν
∂xl

∂(f̃ ◦ x)

∂xν
+ ajlakν

∂2(f̃ ◦ x)

∂xl∂xν

)
(x−1(0, q))

−

(
n∑

l,ν=2

akν
∂ajl
∂xν

∂(f̃ ◦ x)

∂xl
+ akνajl

∂2(f̃ ◦ x)

∂xν∂xl

)
(x−1(0, q))

=

(
n∑

l,ν=2

ajl
∂akν
∂xl

∂(f̃ ◦ x)

∂xν

)
(x−1(0, q))−

(
n∑

l,ν=2

akν
∂ajl
∂xν

∂(f̃ ◦ x)

∂xl

)
(x−1(0, q))

=
n∑

l,ν=2

ajl(x−1(0, q))
∂akν
∂xl

(x−1(0, q))
∂(f̃ ◦ x)

∂xν
(x−1(0, q))

−
n∑

l,ν=2

akν(x−1(0, q))
∂ajl
∂xν

(x−1(0, q))
∂(f̃ ◦ x)

∂xl
(x−1(0, q)).
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Disto e de (2.31) e (2.33) obtemos

[L]j, L
]
k]U |W (f)(q) =

n∑
l,ν=2

(ajl ◦ x−1 ◦ ψ)(q)

(
∂akν
∂xl
◦ x−1 ◦ ψ

)
(q)

(
∂

∂xν

)
U

(f̃)(0, q)

−
n∑

l,ν=2

(akν ◦ x−1 ◦ ψ)(q)

(
∂ajl
∂xν
◦ x−1 ◦ ψ

)
(q)

(
∂

∂xl

)
U

(f̃)(0, q)

=
n∑

l,ν=2

(ajl ◦ x−1 ◦ ψ)(q)

(
∂akν
∂xl
◦ x−1 ◦ ψ

)
(q)

(
∂

∂xν

)
U

|W (f)(q)

−
n∑

l,ν=2

(akν ◦ x−1 ◦ ψ)(q)

(
∂ajl
∂xν
◦ x−1 ◦ ψ

)
(q)

(
∂

∂xl

)
U

|W (f)(q).

Por outro lado,

[Mj,Mk](f)(q) = Mj(Mk(f))(q)−Mk(Mj(f))(q)

= Mj

(
n∑
ν=2

(akν ◦ x−1 ◦ ψ)

(
∂

∂xν

)
U

|W (f)

)
(q)

− Mk

(
n∑
l=2

(ajl ◦ x−1 ◦ ψ)

(
∂

∂xl

)
U

|W (f)

)
(q)

=

(
n∑
l=2

(ajl ◦ x−1 ◦ ψ)

(
∂

∂xl

)
U

|W

)(
n∑
ν=2

(akν ◦ x−1 ◦ ψ)

(
∂

∂xν

)
U

|W (f)

)
(q)

−

(
n∑
ν=2

(akν ◦ x−1 ◦ ψ)

(
∂

∂xν

)
U

|W

)(
n∑
l=2

(ajl ◦ x−1 ◦ ψ)

(
∂

∂xl

)
U

|W (f)

)
(q).

Novamente, pela regra do produto, temos

[Mj,Mk](f)(q) =
n∑

ν,l=2

(ajl ◦ x−1 ◦ ψ)(q)

(
∂

∂xl

)
U

|W (akν ◦ x−1 ◦ ψ)(q)

(
∂

∂xν

)
U

|W (f)(q)

+
n∑

ν,l=2

(ajl ◦ x−1 ◦ ψ)(q)(akν ◦ x−1 ◦ ψ)(q)

(
∂

∂xl

)
U

|W
(

∂

∂xν

)
U

|W (f)(q)

−
n∑

ν,l=2

(akν ◦ x−1 ◦ ψ)(q)

(
∂

∂xν

)
U

|W (ajl ◦ x−1 ◦ ψ)(q)

(
∂

∂xl

)
U

|W (f)(q)

−
n∑

ν,l=2

(akν ◦ x−1 ◦ ψ)(q)(ajl ◦ x−1 ◦ ψ)(q)

(
∂

∂xν

)
U

|W
(
∂

∂xl

)
U

|W (f)(q)

=
n∑

ν,l=2

(ajl ◦ x−1 ◦ ψ)(q)

(
∂

∂xl

)
U

|W (akν ◦ x−1 ◦ ψ)(q)

(
∂

∂xν

)
U

|W (f)(q)

−
n∑

ν,l=2

(akν ◦ x−1 ◦ ψ)(q)

(
∂

∂xν

)
U

|W (ajl ◦ x−1 ◦ ψ)(q)

(
∂

∂xl

)
U

|W (f)(q).
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Dessa forma, provando que

∂akν
∂xl
◦ x−1 ◦ ψ =

(
∂

∂xl

)
U

|W (akν ◦ x−1 ◦ ψ),

para todo l, k = 2, . . . , n, teremos o desejado.
Assim, denotando g(q) = (akν ◦ x−1 ◦ ψ)(q), com q ∈ W , temos que(

∂

∂xl

)
U

|W (g)(q) =

(
∂

∂xl

)
U

(g̃)(0, q) =

(
∂(g̃ ◦ x)

∂xl
◦ x−1

)
(0, q) =

∂g̃

∂xl
(0, q).

Mas, como g ∈ C∞(W ), pois é composição de funções suaves, temos de (2.32) que g̃(0, q) =

g(q). Logo,(
∂

∂xl

)
U

|W (g)(q) =
∂g

∂xl
(q)

=
∂(akν ◦ x−1 ◦ ψ)

∂xl
(q)

= lim
h→0

(akν ◦ x−1 ◦ ψ)(q + hel)− (akν ◦ x−1 ◦ ψ)(q)

h
.

Mas por (2.34) temos que

ψ(q + hel) = (0, q + hel) = (0, q) + h(0, el) e ψ(q) = (0, q).

Dessa forma,(
∂

∂xl

)
U

|W (g)(q) = lim
h→0

(akν ◦ x−1)((0, q) + h(0, el))− (akν ◦ x−1)(0, q)

h

=
∂(akν ◦ x−1)

∂xl
(0, q)

=
∂(akν ◦ x−1)

∂xl
◦ x ◦ x−1(0, q)

=
∂akν
∂xl
◦ x−1 ◦ ψ(q),

o que conclui a afirmação 1.
Portanto,

[Mj,Mk]q =
n∑
ν=2

(cνjk ◦ x−1 ◦ ψ)(q)Mνq ∈ V ′q,

para todo q ∈ W , donde V ′ é uma estrutura formalmente integrável. Aplicando a hipótese de
indução, temos que existem coordenadas locais w2, . . . , wN definidas em uma vizinhança da
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origem de RN−1 tais que

V ′q = span

{(
∂

∂w2

)
q

, . . . ,

(
∂

∂wn

)
q

}
, para todo q ∈ W.

Em particular, w : W −→ w(W ) ⊂ RN−1 é um difeomorfismo. Defina,

η : U −→ η(U)

q 7−→ η(q) = (q1, w2(q2, . . . , qN), . . . , wN(q2, . . . , qN)).

Assim,

Jη(q) =


∂η1
∂q1

(q) ∂η1
∂q2

(q) · · · ∂η1
∂qN

(q)
∂η2
∂q1

(q) ∂η2
∂q2

(q) · · · ∂η2
∂qN

(q)
...

... . . . ...
∂ηN
∂q1

(q) ∂ηN
∂q2

(q) · · · ∂ηN
∂qN

(q)

 =


1 0 · · · 0

0 ∂w2

∂q2
(q) · · · ∂w2

∂qN
(q)

...
... . . . ...

0 ∂wN
∂q2

(q) · · · ∂wN
∂qN

(q)

 .

Logo, det(Jη(q)) = det(Jw(q)) 6= 0, pois w é difeomorfismo. Então, pelo Teorema da Função
Inversa, temos que η é um difeomorfismo. Observe que

η(U) = η(x(V )) = (−δ, δ)× w(W ).

Com efeito, usando a norma do máximo em RN e RN−1 temos que, dado a ∈ η(x(V )),
existe b ∈ x(V ) = BRN (0, δ) tal que a = η(b) = (b1, w2(b2, . . . , bN), . . . , wN(b2, . . . , bN)).
Assim, |b1| ≤ maxj=1,...,N{|bj|} = ‖b‖RN < δ, o que implica, que b1 ∈ (−δ, δ). Logo,
a = (b1, w2(b2, . . . , bN), . . . , wN(b2, . . . , bN)) ∈ (−δ, δ) × w(W ). Reciprocamente, seja a ∈
(−δ, δ)×w(W ). Então, a1 ∈ (−δ, δ) e (a2, . . . , aN) ∈ w(W ). Assim, existe (b2, . . . , bN) ∈ W
tal que w(b2, . . . , bN) = (a2, . . . , aN). Logo, wk(b2, . . . , bN) = ak, para todo k = 2, . . . , N .
Tomando b1 = a1 temos que (b1, b2, . . . , bN) ∈ x(V ) = BRN (0, δ), pois ‖(b1, b2, . . . , bN)‖RN =

max{|b1|, |b2|, . . . , |bN |} = |bj| para algum j = 1, . . . , N , ou seja, se j = 1 temos que |b1| =

|a1| < δ e, se j = 2, . . . , N temos que |bj| ≤ max{|b2|, . . . , |bN |} = ‖(b2, . . . , bN)‖RN−1 < δ.
Consequentemente, ‖(b1, b2, . . . , bN)‖RN < δ. Assim,

η(b1, b2, . . . , bN) = (b1, w2(b2, . . . , bN), . . . , wN(b2, . . . , bN)) = (a1, a2, . . . , aN) = a.

Logo, a ∈ η(x(V )). Analogamente, U = (−δ, δ)×W.
Agora, defina

y : V −→ y(V ) ⊂ η(U)

q 7−→ y(q) = η(x(q)).
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Veja que y é difeomorfismo, pois é composição de difeomorfismo e y1 = x1.
Afirmação 2:

∂

∂y1

=
∂

∂x1(
∂

∂yl

)
U

|W =
∂

∂wl
, l = 2, . . . , N.

Com efeito, sejam f ∈ C∞(V ), q ∈ V e, tome k > 0 suficientemente pequeno de forma que
(x(q) + ke1) ∈ x(V ). Considere q̃ = x−1(x(q) + ke1) ∈ V . Então,

y(q̃) = η(x(q̃))

= η(x(q) + ke1)

= (x1(q) + k, w2(x2(q), . . . , xN(q)), . . . , wN(x2(q), . . . , xN(q)))

= η(x(q)) + ke1 = y(q) + ke1.

Logo,

∂f

∂y1

(q) =
∂(f ◦ y−1)

∂y1

(y(q)) = lim
k→0

(f ◦ y−1)(y(q) + ke1)− (f ◦ y−1)(y(q))

k

= lim
k→0

(f ◦ y−1)(y(q̃))− (f ◦ y−1)(y(q))

k

= lim
k→0

f(q̃)− f(q)

k
.

Mas, q̃ = x−1(x(q) + ke1). Assim,

∂f

∂y1

(q) = lim
k→0

(f ◦ x−1)(x(q) + ke1)− (f ◦ x−1)(x(q))

k

=
∂(f ◦ x−1)

∂x1

(x(q))

=
∂f

∂x1

(q)

donde,
∂

∂y1

=
∂

∂x1

.

Agora, note que dados f ∈ C∞(W ) e q ∈ W temos que

y(x−1(0, q)) = η(x(x−1(0, q))) = η(0, q) = (0,w(q)). (2.37)
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Disto, temos que

(
∂

∂yl

)
U

|W (f)(q) =

(
∂(f̃ ◦ x)

∂yl
◦ x−1

)
(0, q) =

(
∂(f̃ ◦ x ◦ y−1)

∂yl
◦ y

)
(x−1(0, q))

=
∂(f̃ ◦ x ◦ y−1)

∂yl
(0,w(q)).

Mas, como y = η ◦ x, temos que η−1 = x ◦ y−1. Assim,(
∂

∂yl

)
U

|W (f)(q) =
∂(f̃ ◦ η−1)

∂yl
(0,w(q))

= lim
k→0

(f̃ ◦ η−1)((0,w(q)) + kel)− (f̃ ◦ η−1)(0,w(q))

k
. (2.38)

Considere a aplicação

ξ : η(U) −→ U

q 7−→ ξ(q) = (q1,w−1(q2, . . . , qN)

e observe que

ξ(η(q)) = ξ(q1,w(q2, . . . , qN)) = (q1,w−1(w(q2, . . . , qN))) = q,

e
η(ξ(q)) = η(q1,w−1(q2, . . . , qN)) = (q1,w(w−1(q2, . . . , qN))) = q,

isto é, η−1 = ξ. Logo, disto e de (2.32), temos que

(f̃ ◦ η−1)(q) = f̃(ξ(q)) = f̃(q1,w−1(q2, . . . , qN)) = f(w−1(q2, . . . , qN)).

Agora voltando em (2.38) temos que(
∂

∂yl

)
U

|W (f)(q) = lim
k→0

(f ◦ w−1)(w(q) + kel)− (f ◦ w−1)(w(q))

k

=
∂(f ◦ w−1)

∂wl
(w(q))

=
∂f

∂wl
(q),

concluindo a afirmação 2.
Portanto,

L]1 =
∂

∂x1

=
∂

∂y1
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e existem funções bjk ∈ C∞(V ), j = 2, . . . , n, k = 1, . . . , N , tais que

L]j =
N∑
k=1

bjk
∂

∂yk
.

Por outro lado, como y1 = x1 temos que L]j(y1) = L]j(x1), para todo j = 2, . . . , n. Mas,

L]j(y1) =
N∑
k=1

bjk
∂y1

∂yk
= bj1

e

L]j(x1) =
N∑
k=1

bjk
∂x1

∂yk
= 0.

Logo, bj1 = 0 para todo j = 2, . . . , n e, consequentemente,

L]j =
N∑
k=2

bjk
∂

∂yk
.

Ainda, temos que

Mj = (L]j)U |W =
N∑
k=2

(bjk ◦ x−1 ◦ ψ)

(
∂

∂yk

)
U

|W =
N∑
k=2

(bjk ◦ x−1 ◦ ψ)
∂

∂wk
,

para todo j = 2, . . . , n. Assim,

Mjq =
N∑
k=2

(bjk ◦ x−1 ◦ ψ)(q)

(
∂

∂wk

)
q

, q ∈ W.

Porém, Mjq ∈ V ′q = span{
(

∂
∂w2

)
q
, . . . ,

(
∂

∂wn

)
q
} para todo j = 2, . . . , n. Então,

(bjk ◦ x−1 ◦ ψ)(q) = (bjk ◦ x−1)(0, q) = 0, j = 2, . . . , n, k = n+ 1, . . . , N, q ∈ W. (2.39)

Vamos mostrar que bjk = 0, j = 2, . . . , n, k = n+ 1, . . . , N e, assim, teremos que

L]1 =
∂

∂y1

L]j =
n∑
k=2

bjk
∂

∂yk
, j = 2, . . . , n,

donde Vp = span{
(

∂
∂y1

)
p
, . . . ,

(
∂
∂yn

)
p
}, para todo p ∈ V , como desejamos.
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Primeiramente, para todo j = 2, . . . , n sabemos que

[L]1, L
]
j] =

n∑
ν=2

cν1jL
]
ν =

N∑
k=2

(
n∑
ν=2

cν1jbνk

)
∂

∂yk
.

Por outro lado, para todo g ∈ C∞(V ) e j = 2, . . . , n,

[L]1, L
]
j](g) = L]1(L]j(g))− L]j(L

]
1(g)) =

∂

∂y1

(
N∑
k=2

bjk
∂g

∂yk

)
−

(
N∑
k=2

bjk
∂

∂yk

)
∂g

∂y1

=
N∑
k=2

(
∂bjk
∂y1

∂g

∂yk
+ bjk

∂2g

∂y1yk
− bjk

∂2g

∂yky1

)
=

N∑
k=2

∂bjk
∂y1

∂g

∂yk
,

ou seja,

[L]1, L
]
j] =

N∑
k=2

∂bjk
∂y1

∂

∂yk
.

Assim,
N∑
k=2

(
n∑
ν=2

cν1jbνk

)
∂

∂yk
=

N∑
k=2

(
∂bjk
∂y1

)
∂

∂yk
, j = 2, . . . , n,

donde vem que
∂bjk
∂y1

=
n∑
ν=2

cν1jbνk, j = 2, . . . , n, k = 2, . . . , N.

Assim,

∂bjk
∂y1

◦ x−1 =
n∑
ν=2

(cν1j ◦ x−1)(bνk ◦ x−1), j = 2, . . . , n, k = 2, . . . , N.

Além disso, de (2.37)

∂bjk
∂y1

(x−1(q)) =
∂(bjk ◦ y−1)

∂y1

(y(x−1(q)))

=
∂(bjk ◦ y−1)

∂y1

(q1,w(q2, . . . , qN))

= lim
h→0

(bjk ◦ y−1)(q1 + h,w(q2, . . . , qN))− (bjk ◦ y−1)(q1,w(q2, . . . , qN))

h

= lim
h→0

(bjk ◦ x−1)(q1 + h, q2, . . . , qN)− (bjk ◦ x−1)(q)

h

=
∂(bjk ◦ x−1)

∂y1

(q),

para todo q ∈ U , j = 2, . . . , n e k = 2, . . . , N . Logo,

∂(bjk ◦ x−1)

∂y1

=
∂bjk
∂y1

◦x−1 =
n∑
ν=2

(cν1j ◦x−1)(bνk ◦x−1), j = 2, . . . , n, k = 2, . . . , N. (2.40)
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Denotando Bjk = bjk ◦ x−1 e Cν
1j = cν1j ◦ x−1, j = 2, . . . , n, k = 2, . . . , N , temos que (2.39) e

(2.40) nos fornecem o seguinte sistema
∂Bjk
∂y1

=
∑n

ν=2C
ν
1jBνk, j = 2, . . . , n, k = 2, . . . , N

Bjk(0, q) = (bjk ◦ x−1)(0, q) = 0, j = 2, . . . , n, k = n+ 1, . . . , N.
(2.41)

Fixamos q ∈ W e definamos

Bjkq(t) = Bjk(t, q)

Cν
1jq(t) = Cν

1j(t, q),

onde t ∈ (−δ, δ). Reescrevendo o sistema (2.41), obtemos a seguinte E.D.O
dBjkq
dt

(t) =
∑n

ν=2 C
ν
1jq(t)Bνkq(t), t ∈ (−δ, δ)

Bjkq(0) = 0, j = 2, . . . , n, k = n+ 1, . . . , N.
(2.42)

Como Cν
1jq(t) = (Cν

1j ◦ π)(t), onde

π : (−δ, δ) −→ U

t 7−→ π(t) = (t, q),

temos que Cν
1jq ∈ C∞(−δ, δ), pois é composição de funções suaves. Portanto, temos que

(2.42) admite única solução. Mas, Bjkq(t) = 0 é solução de (2.42), donde concluimos que
Bjk(t, q) = Bjkq(t) = 0, com t ∈ (−δ, δ), q ∈ W , j = 2, . . . , n e k = n + 1, . . . , N . Logo,
para todo j = 2, . . . , n e k = n+1, . . . , N temos que bjk◦x−1 = Bjk = 0 e, consequentemente,
bjk = 0, como queríamos.

2.5 ESTRUTURAS ANALÍTICAS

Estudaremos brevemente alguns conceitos, das seções anteriores, sob uma variedade
analítica real.

Definição 2.69. Seja Ω um espaço topológico de Hausdorff, com base enumerável de conjuntos

abertos. Uma estrutura análitica real sobre Ω de dimensão N é uma família de pares F =

{(V, x)}, onde V ⊂ Ω é um conjunto aberto não vazio e x : V −→ RN é um homeomorfismo

sobre um subconjunto aberto x(V ) de RN , satisfazendo as seguintes propriedades:

(i)
⋃

(V,x)∈F V = Ω;

(ii) A função x2 ◦ x−1
1 : x1(V1 ∩ V2) −→ x2(V1 ∩ V2) é analítica real para cada par

(V1, x1), (V2, x2) ∈ F com V1 ∩ V2 6= ∅;
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(iii) F é maximal com respeito à (i) e (ii), isto é, se ∅ 6= W ⊂ Ω é aberto e y : W −→ y(W ) é

um homoemorfismo sobre um subconjunto aberto de RN , tal que para qualquer (V, x) ∈
F com V ∩W 6= ∅ a composição y ◦ x−1 : x(V ∩W ) −→ y(V ∩W ) é analítica real,

então (W, y) ∈ F .

Definição 2.70. Uma variedade analítica real de dimensão N é o par (Ω,F), onde Ω é um

espaço topológico de Hausdorff, com base enumerável, e F é uma estrutura analítica real de

dimensão N .

Definição 2.71. Uma função f : Ω −→ C é analítica real, se para cada (V, x) ∈ F a compo-

sição f ◦ x−1 é analítica real em x(V ).

Notação 2.72. Dado U ⊂ Ω um conjunto aberto, denotaremos por A(U) o espaço das funções
analíticas reais em U .

Definição 2.73. Um elemento L ∈X (Ω) é dito ser um campo vetorial analítico real em Ω se

L(A(U)) ⊂ A(U), para todo U ⊂ Ω aberto.

Teorema 2.74. Seja (U, x) uma carta local em Ω e suponha que

L =
N∑
j=1

L(xj)
∂

∂xj
.

Então, L é analítico real se, e somente se, os coeficientes L(xj), j = 1, . . . , N são funções

analíticas reais.

Demonstração. Suponha que L seja analítica real. Então, L(A(U)) ⊂ A(U) para todo U ⊂ Ω

aberto. Tome (V, y) uma carta local em Ω. Como Ω é uma variedade analítica real, temos
que x ◦ y−1 : y(U ∩ V ) −→ x(U ∩ V ) é analítica real. Além disso, x ◦ y−1(t1, . . . , tN) =

(f1(t1, . . . , tN), . . . , fN(t1, . . . , tN)), onde fi : y(U ∩ V ) −→ R são analíticas reais, para todo
i = 1, . . . , N .

Considere para cada j = 1, . . . , N ,

πj : RN −→ R

(v1, . . . , vN) 7−→ πj(v1, . . . , vN) = vj.

Logo,
πj(x ◦ y−1(t1, . . . , tN)) = πj(f1(t1, . . . , tN), . . . , fN(t1, . . . , tN)),

donde
xj ◦ y−1(t1, . . . , tN)) = fj(t1, . . . , tN).
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Como fj são analíticas reais, temos que xj ◦ y−1 é analítica real em y(U ∩ V ), para todo
j = 1, . . . , N . Portanto, xj é analítica real em U ∩ V , o qual é um subconjunto aberto de Ω,
ou seja, xj ∈ A(U ∩ V ) e como L(A(U ∩ V )) ⊂ A(U ∩ V ), temos que L(xj) ∈ A(U ∩ V ),
para todo j = 1, . . . , N . Reciprocamente, suponha que L(xj), j = 1, . . . , N , sejam funções
analíticas reais e tome f ∈ L(A(U)), onde U ⊂ Ω é aberto. Então existe g ∈ A(U) tal que
L(g) = f , isto é,

f = L(g) =
N∑
j=1

L(xj)
∂g

∂xj
.

Como, g ∈ A(U) temos que ∂g
∂xj
∈ A(U). Ainda, o produto e a soma de funções analíticas reais

é uma função analítica real. Portanto, temos que f ∈ A(U), donde L é analítico real.

Definição 2.75. Dizemos que ω ∈ N(Ω) é uma 1-forma analítica real em Ω, se ω(L) ∈ A(U)

para cada U ⊂ Ω aberto e cada campo vetorial analítico real L.

A partir dessas definições, podemos introduzir as noções de subfibrado tangente e co-
tangente analítico. Em particular, podemos nos referir a noção de uma estrutura formalmente
integrável analítica sobre Ω.

2.6 O CONJUNTO CARACTERÍSTICO

Neste momento, definiremos o conjunto característico T 0 de uma estrutura formal-
mente integrável V e exemplificaremos que nem sempre o conjunto característico é um subfi-
brado vetorial de T ∗Ω.

Recordemos que se V é uma estrutura formalmente integrável sobre Ω, então T ′ denota
o subfibrado V⊥.

Definição 2.76. Seja V ⊂ CTΩ uma estrutura formalmente integrável sobre Ω. O conjunto

característico de V é o subconjunto de T ∗Ω definido por

T 0 = T
′ ∩ T ∗Ω.

Além disso, definimos T 0
p = T

′
p ∩ T ∗pΩ se p ∈ Ω, isto é, T 0 =

⋃
p∈Ω T

0
p .

Observação 2.77. T 0
p é subespaço vetorial de T ∗pΩ. De fato, por definição T 0

p ⊂ T ∗pΩ e, note
que T 0

p 6= ∅, pois 0 ∈ T ′p ∩ T ∗pΩ = T 0
p . Agora, sejam u, v ∈ T 0

p e λ ∈ R. Assim, u, v ∈ T ∗pΩ e
u(a) = v(a) = 0, para todo a ∈ Vp. Como T ∗pΩ é espaço vetorial, temos que λu + v ∈ T ∗pΩ.
Além disso,

(λu+ v)(a) = λu(a) + v(a) = 0, a ∈ Vp,

o que implica, que λu + v ∈ V⊥p = T
′
p. Portanto, λu + v ∈ T 0

p e, consequentemente, T 0
p é

subespaço vetorial de T ∗pΩ.



77

Definição 2.78. O símbolo de um campo vetorial L ∈ X (Ω) é a função σ(L) : T ∗Ω −→ C
dada por σ(L)(ξ) = ξ(Lp), para cada ξ ∈ T ∗pΩ e p ∈ Ω.

Proposição 2.79. Seja V uma estrutura formalmente integrável sobre Ω. Então, ξ ∈ T 0
p se, e

somente se, σ(L)(ξ) = 0, para cada seção L de V .

Demonstração. Suponha que ξ ∈ T 0
p e tome L um seção de V . Então, Lp ∈ Vp, para todo

p ∈ Ω. Como ξ ∈ T 0
p = T

′
p ∩ T ∗pΩ, temos que ξ ∈ T ′p, isto é, ξ = 0 em Vp para todo p ∈ Ω.

Logo, σ(L)(ξ) = ξ(Lp) = 0. Reciprocamente, suponha que σ(L)(ξ) = 0, para toda seção L
de V e tome p ∈ Ω arbitrário. Então, ξ(Lp) = 0. Pela definição 2.78, temos que ξ ∈ T ∗pΩ,
assim, resta-nos mostrar que ξ ∈ T ′p. Mas, note que V é um subfibrado tangente, logo existem
campos vetoriais L1, . . . , Ln definidos numa vizinhança U0 ⊂ Ω de p, tais que {L1p, . . . , Lnp}
é uma base de Vp, para todo p ∈ U0. Dessa forma, L1, . . . , Ln são seções de V sobre U0 e,
por hipótese, ξ(Ljp) = 0 para todo j = 1, . . . , n e para todo p ∈ U0. Como L1p, . . . , Lnp são
elementos da base de Vp, temos que ξ = 0 em Vp, para todo p ∈ Ω. Portanto, ξ ∈ V⊥p = T

′
p,

como queríamos.

Vejamos agora uma forma muito útil de descrever o conjunto característico a partir da
Definição 2.78 e da Proposição 2.79. Considere (U, x) uma carta local em Ω e x = (x1, . . . , xN).
Tome p ∈ U , ξ ∈ T ∗pΩ e L ∈X (U). Então podemos escrever

ξ =
N∑
j=1

ξjdxjp,

onde ξj ∈ R, para todo j = 1, . . . , N e,

L =
N∑
j=1

aj
∂

∂xj
,

onde aj ∈ C∞(U). Assim,

σ(L)(ξ) = ξ(Lp) =

(
N∑
j=1

ξjdxjp

)(
N∑
k=1

ak(p)

(
∂

∂xk

)
p

)

=
N∑
j=1

(
N∑
k=1

ak(p)dxjp

(
∂

∂xk

)
p

)
ξj

=
N∑
j=1

aj(p)ξj.

Portanto, se Lj =
∑N

k=1 ajk
∂
∂xk

, com j = 1, . . . , n, são n seções L.I de V sobre U , e tomando
ξ ∈ T 0 ∩ T ∗U temos que ξ ∈

⋃
p∈U T

0
p , ou seja, ξ ∈ T 0

p̃ para algum p̃ ∈ U . Logo, pela
Proposição 2.79 σ(Lj)(ξ) = 0, para todo j = 1, . . . , n. Isto é, podemos descrever o conjunto
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característico T 0 ∩ T ∗U pelo sistema de equações

N∑
k=1

ajk(p)ξk = 0, p ∈ U, ξk ∈ R, j = 1, . . . , n.

Exemplo 2.80. Seja Ω = R2 com coordenadas (x, t) e considere

M =
∂

∂t
− it ∂

∂x
∈X (R2) (2.43)

o campo vetorial de Mizohata ou operador de Mizohata. O conjunto característico da estrutura
formalmente integrável V gerada por M não é um subfibrado vetorial de T ∗R2. De fato, sejam
p = (p1, p2) ∈ R2 e ξ ∈ T ∗pR2. Então, ξ = ξ1dxp + ξ2dtp, Mp =

(
∂
∂t

)
p
− ip2

(
∂
∂x

)
p

e
σ(M)(ξ) = ξ(Mp) = −ip2ξ1 + ξ2. Assim,

T 0
p = {ξ;−ip2ξ1 + ξ2 = 0} =

{ξ; ξ2 = 0}, se p2 = 0

{ξ; ξ1 = ξ2 = 0}, se p2 6= 0

=

{ξ1dxp; ξ1 ∈ R}, se p2 = 0

{0}, se p2 6= 0.

Logo, dimT 0
p depende de p ∈ R2 e, portanto, T 0 não é um subfibrado vetorial de T ∗R2.

2.7 ALGUMAS ESTRUTURAS ESPECIAIS

Definição 2.81. Seja V uma estrutura formalmente integrável sobre Ω. Dizemos que V é uma

estrutura

(i) elíptica se T 0
p = 0, para todo p ∈ Ω;

(ii) complexa se Vp ⊕ Vp = CTpΩ, para todo p ∈ Ω;

(iii) Cauchy-Riemann (CR) se Vp ∩ Vp = 0, para todo p ∈ Ω;

(iv) essencialmente real se Vp = Vp, para todo p ∈ Ω.

Exemplo 2.82. A estrutura formalmente integrável dada no Exemplo 2.36 é uma estrutura es-
sencialmente real. De fato, dado p ∈ R2 temos que

Vp = {v; v ∈ Vp} =

{
v; v = λ

(
∂

∂x

)
p

, λ ∈ C

}
=

{
λ

(
∂

∂x

)
p

;λ ∈ C

}
.

Para mostrarmos que Vp = Vp, para todo p ∈ Ω, resta-nos mostrar que
(
∂
∂x

)
p

=
(
∂
∂x

)
p
, pois
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assim

Vp =

{
λ

(
∂

∂x

)
p

;λ ∈ C

}
= span

{(
∂

∂x

)
p

}
= Vp

para todo p ∈ R2. Então, dado f ∈ C∞(p), temos

(
∂

∂x

)
p

(f) =

(
∂

∂x

)
p

(f) =

(
∂

∂x

)
(f)(p) =

(
∂

∂x

)
(f)(p) =

(
∂

∂x

)
(f)(p).

Por outro lado, (
∂

∂x

)
p

(f) =

(
∂

∂x

)
(f)(p).

Logo, mostraremos que ∂
∂x

(C∞(Ω,R)) ⊂ C∞(Ω,R), pois assim pela observação 2.59 teremos
que ∂

∂x
= ∂

∂x
. Com efeito, dado g ∈ ∂

∂x
(C∞(Ω,R)), temos que existe h ∈ C∞(Ω,R) tal que

∂
∂x

(h) = g. Como, h ∈ C∞(Ω,R), temos que ∂
∂x

(h) ∈ C∞(Ω,R). Logo, g ∈ C∞(Ω,R).
Portanto,(

∂

∂x

)
p

(f) =

(
∂

∂x

)
(f)(p) =

(
∂

∂x

)
(f)(p) =

(
∂

∂x

)
p

(f), f ∈ C∞(p),

donde
(
∂
∂x

)
p

=
(
∂
∂x

)
p
, como queríamos.

Lema 2.83. Se L1, . . . , Ln ∈X (U) forem tais que {L1p0 , . . . , Lnp0} é L.I, para algum p0 ∈ U ,

então existe V ⊂ U aberto contendo p0, tal que {L1p, . . . , Lnp} é L.I, para todo p ∈ V .

Demonstração. Sejam p0 ∈ U ⊂ Ω e L1, . . . , Ln ∈ X (U), então existem a1k, . . . , ank ∈
C∞(U), com k = 1, . . . , N , tais que

Lj =
N∑
k=1

ajk
∂

∂xk
, j = 1, . . . , n.

Como {L1p0 , . . . , Lnp0} é L.I temos que a matriz
a11(p0) a21(p0) · · · an1(p0)

a12(p0) a22(p0) · · · an2(p0)
...

... . . . ...
a1N(p0) a2N(p0) · · · anN(p0)


tem posto n.
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Assim, reoordenando os índices da matriz anterior, temos que a matriz
a11(p0) a21(p0) · · · an1(p0)

a12(p0) a22(p0) · · · an2(p0)
...

... . . . ...
a1n(p0) a2n(p0) · · · ann(p0)


é invertível, isto é, det(ajk(p0))n×n 6= 0. Como o determinante é uma função contínua,temos
que existe V ⊂ U aberto contendo p0, tal que det(ajk(q))n×n 6= 0 para todo q ∈ V , ou seja,

a11(q) a21(q) · · · an1(q)

a12(q) a22(q) · · · an2(q)
...

... . . . ...
a1n(q) a2n(q) · · · ann(q)


tem n linhas L.I para todo q ∈ V . Agora, sejam αjp ∈ C, j = 1, . . . , n, tais que

n∑
j=1

αjpLjp = 0, p ∈ V.

Então,
N∑
k=1

(
n∑
j=1

αjpajk(p)

)(
∂

∂xk

)
p

= 0, p ∈ V.

Como,
{(

∂
∂xk

)
p

; k = 1, . . . , N

}
é L.I, temos que

n∑
j=1

αjpajk(p) = 0, (2.44)

para todo k = 1, . . . , N e p ∈ V . Em particular, (2.44) vale para todo k = 1, . . . , n, isto é,

∑n
j=1 αjpaj1(p) = 0∑n
j=1 αjpaj2(p) = 0

. . .∑n
j=1 αjpajn(p) = 0.

Utilizando notação vetorial, segue que

α1p(a11(p), a12(p), . . . , a1n(p)) + . . .+ αnp(an1(p), an2(p), . . . , ann(p)) = 0, p ∈ V.

Como (ajk(p))j,k=1,...,n tem n linhas L.I, segue que α1p = α2p = . . . = αnp = 0 para todo
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p ∈ V . Portanto, {L1p, . . . , Lnp} é L.I para todo p ∈ V .

A próxima proposição envolve estrutura essencialmente real, a qual mais tarde prova-
remos ser uma estrutura localmente integrável.

Proposição 2.84. Toda estrutura essencialmente real é localmente gerada por campos vetoriais

reais.

Demonstração. Seja V uma estrutura essencialmente real . Assim, dado p0 ∈ Ω, existem U0 ⊂
Ω contendo p0 e campos vetoriais L1, . . . , Ln ∈ X (U0) tais que Vp = span{L1p, . . . , Lnp},
para todo p ∈ U0. Em particular, Vp0 = span{L1p0 , . . . , Lnp0}.
Defina os campos vetoriais reais

<Lj =
Lj + Lj

2
e =Lj =

Lj − Lj
2i

, j = 1, . . . , n.

Observe que, Lj = <Lj + i=Lj , j = 1, . . . , n. Como, por hipótese, Vp = Vp, para todo p ∈ Ω,
temos que Ljp0 ∈ Vp0 com j = 1, . . . , n. Logo, <Ljp0 ,=Ljp0 ∈ Vp0 , donde

span{<Ljp0 ,=Ljp0 ; j = 1, . . . , N} ⊂ Vp0 .

Por outro lado, Ljp0 = <Ljp0 + i=Ljp0 , j = 1, . . . , n, o que implica, que

Ljp0 ∈ span{<Ljp0 ,=Ljp0 ; j = 1, . . . , n},

isto é,
Vp0 = span{L1p0 , . . . , Lnp0} ⊂ span{<Ljp0 ,=Ljp0 ; j = 1, . . . , n}.

Logo, Vp0 = span{<Ljp0 ,=Ljp0 ; j = 1, . . . , n}. Este conjunto possui 2n vetores reais, mas
dimVp0 = n, logo n vetores desse conjunto geram Vp0 e são L.I. Assim, sejamM1p0 , . . . ,Mnp0 ∈
{<Ljp0 ,=Ljp0 ; j = 1, . . . , n} tais que

Vp0 = span{M1p0 , . . . ,Mnp0}.

Como, {M1p0 , . . . ,Mnp0} é L.I, pelo Lema 2.83 segue que existe V ⊂ U0 vizinhança de p0 tal
que {M1p, . . . ,Mnp} é L.I, para todo p ∈ V . Ainda, {M1p, . . . ,Mnp} ⊂ Vp, para todo p ∈ U0,
em particular, para todo p ∈ V . Portanto, Vp = span{M1p, . . . ,Mnp}, para todo p ∈ V , como
queríamos.

Apresentamos agora um lema técnico que, em nosso estudo, foi fundamental na de-
terminação de geradores locais para uma estrutura formalmente integrável e para uma estrutura
localmente integrável.

Lema 2.85. Sejam V ⊂ CN um subespaço vetorial de dimensãom, V0 = V ∩RN , d = dimR V0

e ν = m − d. Além disso, seja V1 ⊂ CN um subespaço vetorial tal que (V0 ⊕ iV0) ⊕ V1 = V
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e considere {ζ1, . . . , ζν} base de V1 e {ξν+1, . . . , ξm} base real de V0. Se escrevermos ζj =

ξj + iηj , j = 1, . . . , ν, então

(i) {ζ1, . . . , ζν , ξν+1, . . . , ξm} é base de V ;

(ii) {ξ1, . . . , ξm, η1, . . . , ην} é L.I sobre R;

(iii) ν +m ≤ N .

Demonstração. Primeiramente, observe que {ξν+1, . . . , ξm} é também base de V0 ⊕ iV0. De
fato, dado v ∈ V0 ⊕ iV0 temos que, existem únicos u,w ∈ V0 tais que, v = u+ iw. Logo,

v =
m∑

j=ν+1

αjξj + i

m∑
j=ν+1

βjξj =
m∑

j=ν+1

(αj + iβj)ξj,

onde αj, βj ∈ C. Assim, V0 ⊕ iV0 = span{ξν+1, . . . , ξm} e, como {ξν+1, . . . , ξm} é L.I, temos
que este conjunto é base de V0⊕ iV0. Além disso, (V0⊕ iV0)∩V1 = {0} e V = (V0⊕ iV0)+V1,
portanto, {ζ1, . . . , ζν , ξν+1, . . . , ξm} é base de V , o que prova o item (i).

Agora, note que V ∩ V 1 = {0}. Com efeito, seja z ∈ V ∩ V 1, então z ∈ V e z ∈ V 1,
donde z ∈ V1 ⊂ V . Assim, z, z ∈ V e disto, vem que <(z) = z+z

2
∈ V ∩ RN = V0 e

=(z) = z−z
2i
∈ V ∩ RN = V0. Logo, z = <(z) − i=(z) = <(z) + i(−=(z)) ∈ (V0 ⊕ iV0).

Portanto, z ∈ V1∩(V0⊕iV0) = {0}, donde z = 0. Ainda, como {ζ1, . . . , ζν} é base de V1 temos
que {ζ1, . . . , ζν} é base de V 1 e pelo item (i) sabemos que {ζ1, . . . , ζν , ξν+1, . . . , ξm} é base de
V . Então, usando o fato que V ∩ V 1 = {0} temos que {ζ1, . . . , ζν , ζ1, . . . , ζν , ξν+1, . . . , ξm} é
um conjunto L.I sobre C, o que implica que ν +m = ν + ν + d ≤ N , provando o item (iii).

Por fim, vejamos que {ξ1, . . . , ξm, η1, . . . , ην} é L.I sobre R. Para isso, sejam αj, βk, γj ∈
R, com j = 1, . . . , ν e k = ν + 1, . . . ,m, tais que

ν∑
j=1

αjξj +
m∑

k=ν+1

βkξk +
ν∑
j=1

γjηj = 0.

Como, ξj =
ζj+ζj

2
e ηj =

ζj−ζj
2i

, para todo j = 1, . . . , ν, temos que

ν∑
j=1

αj

(
ζj + ζj

2

)
+

m∑
k=ν+1

βkξk +
ν∑
j=1

γj

(
ζj − ζj

2i

)
= 0,

donde,
ν∑
j=1

(αj
2

+
γj
2i

)
ζj +

ν∑
j=1

(αj
2
− γj

2i

)
ζj +

m∑
k=ν+1

βkξk = 0.

Mas, {ζ1, . . . , ζν , ζ1, . . . , ζν , ξν+1, . . . , ξm} é L.I, portanto, αj = βk = γj = 0, para todo j =

1, . . . , ν e para todo k = ν + 1, . . . ,m. Consequentemente, {ξ1, . . . , ξm, η1, . . . , ην} é L.I sobre
R, o que conclui a demonstração.
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Seja V uma estrutura formalmente integrável sobre Ω e fixemos p ∈ Ω. Vamos de-
terminar agora um conjunto de geradores locais para V . Para isto, aplicaremos o Lema 2.85
com

V = T ′p, V0 = T 0
p .

Primeiramente, tomemos um sistema de coordenadas locais

x1, . . . , xν , y1, . . . , yν , s1, . . . , sd, t1, . . . , tn′

que se anula em p, onde n′ = N − 2ν − d. Escrevendo, zj = xj + iyj , j = 1, . . . , ν, temos que

dzj|p = ζj, dsk|p = ξν+k, j = 1, . . . , ν, k = 1, . . . , d.

Em seguida, tomemos as 1-formas ω1, . . . , ων , θ1, . . . , θd, as quais geram T ′ em uma vizinhança
de p e tais que

ωj|p = ζj = dzj|p, θk|p = ξν+k = dsk|p, j = 1, . . . , ν, k = 1, . . . , d.

Se L é um campo vetorial complexo em Ω, definido numa vizinhança de p, podemos escrevê-lo
na forma

L =
ν∑
j=1

aj
∂

∂xj
+

ν∑
j=1

bj
∂

∂yj
+

d∑
k=1

ck
∂

∂sk
+

n′∑
l=1

dl
∂

∂tl
, (2.45)

onde aj, bj, ck, dl são funções suaves, para todo j = 1, . . . , ν, k = 1, . . . , d, l = 1, . . . , n′.
Como, zj = xj + iyj temos que zj = xj − iyj . Assim, dzj e dzj são os duais dos campos

∂

∂zj
=

1

2

(
∂

∂xj
− i ∂

∂yj

)
e
∂

∂zj
=

1

2

(
∂

∂xj
+ i

∂

∂yj

)
,

respectivamente. Disto e de (2.45) vem que

L =
ν∑
j=1

aj

(
∂

∂zj
+

∂

∂zj

)
+

ν∑
j=1

bj

(
i
∂

∂zj
− i ∂

∂zj

)
+

d∑
k=1

ck
∂

∂sk
+

n′∑
l=1

dl
∂

∂tl

=
ν∑
j=1

Aj
∂

∂zj
+

ν∑
j=1

Bj
∂

∂zj
+

d∑
k=1

Ck
∂

∂sk
+

n′∑
l=1

Dl
∂

∂tl
,

onde Aj = aj + ibj , Bj = aj − ibj , Ck = ck e Dl = dl são funções suaves, para todo
j = 1, . . . , ν, k = 1, . . . , d, l = 1, . . . , n′.

Além disso, se L for uma seção de V teremos que Lp ∈ Vp. Lembremos aqui, que
{ζ1, . . . , ζν , ξν+1, . . . , ξm} é base de T ′p. Assim,

0 = ζj(Lp) = dzj|p(Lp) =
ν∑
i=1

Ai(p)dzj|p
(
∂

∂zi

)
p

= Aj(p), j = 1, . . . , ν,
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e

0 = ξν+k(Lp) = dsk|p(Lp) =
d∑
i=1

Ci(p)dsk|p
(
∂

∂si

)
p

= Ck(p), k = 1, . . . , d.

Como, n′ = N−2ν−d, temos que n′ = N−ν−m, donde (n′+ν)+m = N , o que implica, que
n′+ ν = n. Logo, sendo V um subfibrado tangente, temos que existem L]1, . . . , L

]
ν , L̃

]
1, . . . , L̃

]
n′

campos vetoriais definidos numa vizinhança de p que geram V . Pelo que acabamos de fazer,
podemos escrever esses n campos na forma

L]i =
ν∑
j=1

a]ij
∂

∂zj
+

ν∑
j=1

b]ij
∂

∂zj
+

d∑
k=1

c]ik
∂

∂sk
+

n′∑
l=1

d]il
∂

∂tl
, i = 1, . . . , ν,

e

L̃]i′ =
ν∑
j=1

ã]i′j
∂

∂zj
+

ν∑
j=1

b̃]i′j
∂

∂zj
+

d∑
k=1

c̃]i′k
∂

∂sk
+

n′∑
l=1

d̃]i′l
∂

∂tl
, i′ = 1, . . . , n′,

onde a]ij(p) = c]ik(p) = ã]i′j(p) = c̃]i′k(p) = 0, para todo i, j = 1, . . . , ν, k = 1, . . . , d e
i′ = 1, . . . , n′.

Definamos as matrizes

A] = (a]ij)ν×ν , B
] = (b]ij)ν×ν , C

] = (c]ik)ν×d, D
] = (d]il)ν×n′

Ã] = (ã]i′j)n′×ν , B̃
] = (b̃]i′j)n′×ν , C̃

] = (c̃]i′k)n′×d, D̃
] = (d̃]i′l)n′×n′

P =

(
A] B] C] D]

Ã] B̃] C̃] D̃]

)
n×N

.

Como L]1p, . . . , L
]
νp, L̃

]
1p, . . . , L̃

]
n′p são L.I, temos que a matriz P (p) possui n linhas L.I. Consi-

dere a matriz n× n

Q =

(
B] D]

B̃] D̃]

)
n×N

.

Observe que Q é invertível numa vizinhança do ponto p. De fato, como P (p) tem n linhas
L.I e Q(p) é uma submatriz de P (p), temos que Q(p) tem n linhas L.I, o que implica, que
det(Q(p)) 6= 0. Pela continuidade da função determinante, temos que a existe uma vizinhança
U de p tal que a matriz Q é invertível em U . Definamos então, sobre U , n campos vetoriais
L1, . . . , Lν , L̃1, . . . , L̃n′ , pela fórmula

(L1, . . . , Lν , L̃1, . . . , L̃n′)
T = Q−1(L]1, . . . , L

]
ν , L̃

]
1, . . . , L̃

]
n′)

T

= Q−1P (
∂

∂z1

, . . . ,
∂

∂zν
,
∂

∂z1

, . . . ,
∂

∂zν
,
∂

∂s1

, . . . ,
∂

∂sd
,
∂

∂t1
, . . . ,

∂

∂tn′
)T .
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Como QQ−1 = In×n, obtemos que

(L1, . . . , Lν , L̃1, . . . , L̃n′)
T =

(
A Iν×ν C 0ν×n′

Ã 0n′×ν C̃ In′×n′

)
n×N

(
∂

∂z1

, . . . ,
∂

∂tn′
)T ,

onde
A = (aij)ν×ν , C = (cik)ν×d, Ã = (ãi′j)n′×ν , C̃ = (c̃i′k)n′×d.

Assim,

Li =
ν∑
j=1

aij
∂

∂zj
+

∂

∂zi
+

d∑
k=1

cik
∂

∂sk
, i = 1, . . . , ν,

e,

L̃i′ =
ν∑
j=1

ãi′j
∂

∂zj
+

d∑
k=1

c̃i′k
∂

∂sk
+

∂

∂ti′
, i′ = 1, . . . , n′.

Como L]1, . . . , L
]
ν , L̃

]
1, . . . , L̃

]
n′ são L.I temos que L1, . . . , Lν , L̃1, . . . , L̃n′ são L.I. Portanto, es-

ses últimos campos vetoriais formam um conjunto de geradores locais para V .
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3 ESTRUTURAS LOCALMENTE INTEGRÁVEIS

Chegamos num ponto crucial de nosso estudo, onde o objetivo é definir uma estrutura

localmente integrável, que é o ambiente onde estudaremos o resultado principal, e extrair algu-
mas propriedades importantes de tal definição que mais tarde nos auxiliarão na demonstração
do Teorema de Aproximação.

3.1 INTEGRABILIDADE LOCAL

Antes de definirmos uma estrutura localmente integrável, relembremos que se V =⋃
p∈Ω Vp é um subfibrado tangente, então V⊥ =

⋃
p∈Ω V⊥p é um subfibrado cotangente (cf.

Proposição 2.55).

Definição 3.1. Um subfibrado tangente V , de posto n, é uma estrutura localmente integrável

se dado um ponto arbitrário p0 ∈ Ω, existem uma vizinhança U0 de p0 e funções Z1, . . . , Zm ∈
C∞(U0), com m = N − n, tais que

span{dZ1p, . . . , dZmp} = V⊥p , para todo p ∈ U0. (3.1)

Chamamos asm funções Z = (Z1, . . . , Zm) de conjunto completo de integrais primei-
ras da estrutura localmente integrável.

Exemplo 3.2. A estrutura formalmente integrável gerada pelo operador de Mizohata (2.43) é
uma estrutura localmente integrável. Com efeito, definamos Z : R2 −→ C dada por Z(x, t) =

x+ i t
2

2
. Logo, Z ∈ C∞(R2), pois é uma função polinomial. Além disso,

dZ(x,t) = 1 · dx(x,t) + itdt(x,t) 6= 0, para todo (x, t) ∈ R2

e,
dZ(x,t)(M(x,t)) = M(Z)(x, t) = it− it = 0, para todo (x, t) ∈ R2.

Logo, {dZ(x,t)} é L.I e {dZ(x,t)} ⊂ T ′(x,t). Consequentemente, V é uma estrutura localmente
integrável e T ′(x,t) = span{dZ(x,t)}, para todo (x, t) ∈ R2.

Lema 3.3. Seja V um subfibrado tangente e g ∈ C∞(W ). Então, dg é uma seção de V⊥ sobre

W se, e somente se, Lg = 0 para cada seção L de V sobre W .

Demonstração. Suponha que dg seja uma seção de V⊥ sobre W e tome p ∈ W arbitrário .
Logo, dgp = 0 em Vp. Portanto, para toda seção L de V sobre W temos que

L(g)(p) = dg(L)(p) = dgp(Lp) = 0,
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donde L(g) = 0. Reciprocamente, suponha que Lg = 0 para toda seção L de V sobre W e
tome p0 ∈ W arbitrário. Como V é subfibrado tangente, existem campos vetoriais L1, . . . , Ln

definidos sobre U ⊂ W vizinhança de p0 tais que {L1p, . . . , Lnp} é uma base de Vp, para todo
p ∈ U . Em particular, {L1p0 , . . . , Lnp0} é uma base de Vp0 . Logo, para todo j = 1, . . . , n temos
que Lj é seção de V e, por hipótese,

dgp0(Ljp0) = dg(Lj)(p0) = Lj(g)(p0) = 0.

Como Ljp0 são elementos da base de Vp0 temos que dgp0 = 0 em Vp0 , isto é, dgp0 ∈ V⊥p0 . Pela
arbitrariedade de p0, segue que dg é seção de V⊥ sobre W .

Teorema 3.4. Toda estrutura localmente integrável é formalmente integrável.

Demonstração. Seja V uma estrutura localmente integrável. Então, basta verificarmos que V
satisfaz a condição de Frobenius. Assim, sejamW ⊂ Ω aberto e L,M ∈X (W ) duas seções de
V sobre W . Tome p ∈ W arbitrário. Pela Definição 3.1, temos que existem U ⊂ W vizinhança
de p e funções Z1, . . . , Zm ∈ C∞(U), tais que

span{dZ1q, . . . , dZmq} = V⊥q , para todo q ∈ U.

Logo, para todo j = 1, . . . ,m, temos que dZj são seções de V⊥ sobre U e pelo Lema 3.3

L(Zj) = M(Zj) = 0, em U.

Disto, vem que

[L,M ](Zj) = L(M(Zj))−M(L(Zj)) = L(0)−M(0) = 0, em U.

para todo j = 1, . . . ,m. Como p ∈ U , temos que dZjp ∈ V⊥p , com j = 1, . . . ,m, e

dZjp([L,M ]p) = dZj([L,M ])(p) = [L,M ](Zj)(p) = 0.

Logo, [L,M ]p ∈ Vp para todo p ∈ W , isto é, [L,M ] ∈ X (W ) é uma seção de V sobre W e,
consequentemente, V é formalmente integrável.

Temos uma forma equivalente à Definição 3.1 para verificar se uma estrutura é local-
mente integrável:

Teorema 3.5. A estrutura formalmente integrável V é localmente integrável se, e somente se,

dado p0 ∈ Ω e campos vetoriais L1, . . . , Ln, os quais geram V em uma vizinhança aberta U0

de p0, existem uma vizinhança aberta V0 ⊂ U0 de p0 e funções Z1, . . . , Zm ∈ C∞(V0), tais que

(i) dZ1 ∧ . . . ∧ dZm 6= 0 em V0;
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(ii) LjZk = 0, j = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m.

Demonstração. A prova do primeiro e segundo item são triviais e, por isso, serão omitidas aqui.
Reciprocamente, suponhamos que V seja uma estrutura formalmente integrável e considere
p0 ∈ Ω. Assim, existem L1, . . . , Ln ∈X (U0), onde U0 é uma vizinhança de p0, os quais geram
V . Pela hipótese, existem uma vizinhança V0 ⊂ U0 de p0 e funções Z1, . . . , Zm ∈ C∞(V0) tais
que

dZ1 ∧ . . . ∧ dZm 6= 0 em V0

e
LjZk = 0, j = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m.

Como dZkp(Ljp) = Ljp(Zkp) = 0 e {L1p . . . , Lnp} é base de Vp, temos que {dZ1p, . . . , dZmp} ⊂
V⊥p para todo p ∈ V0. Resta-nos provar que {dZ1p, . . . , dZmp} é L.I. Assim, tome α1, . . . , αm ∈
C tais que

α1dZ1p + α2dZ2p + . . .+ αmdZmp = 0. (3.2)

Fazendo o produto exterior com dZmp obtemos

α1dZ1p ∧ dZmp + α2dZ2p ∧ dZmp + . . .+ αm−1dZm−1,p ∧ dZmp = 0

e fazendo o produto exterior com dZm−1,p temos que

α1dZ1p∧dZmp∧dZm−1,p+α2dZ2p∧dZmp∧dZm−1,p+. . .+αm−2dZm−2,p∧dZmp∧dZm−1,p = 0.

Continuando o processo até o produto exterior com dZ2p, chegaremos à

α1dZ1p ∧ dZmp ∧ dZm−1,p ∧ . . . ∧ dZ2p = 0

e reordenando os termos segue que

(−1)αα1dZ1p ∧ dZ2p ∧ . . . ∧ dZmp = 0,

para algum α ∈ N, donde α1 = 0, pois dZ1 ∧ . . . ∧ dZm 6= 0. Voltando em (3.2) temos que

α2dZ2p + α3dZ3p + . . .+ αmdZmp = 0.

Fazendo o produto exterior com dZ1p obtemos

α2dZ2p ∧ dZ1p + α3dZ3p ∧ dZ1p + . . .+ αmdZmp ∧ dZ1p = 0.

Agora, fazendo como anteriormente o produto exterior com dZmp até o produto exterior com
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dZ3p chegaremos à

α2dZ2p ∧ dZ1p ∧ dZmp ∧ dZm−1,p ∧ . . . ∧ dZ3p = 0

e reordenando os termos

(−1)βα2dZ1p ∧ dZ2p ∧ . . . ∧ dZmp = 0

para algum β ∈ N, donde α2 = 0. Prosseguindo, obteremos que α1 = α2 = . . . = αm = 0.
Portanto,

V⊥p = span{dZ1p, . . . , dZmp}, p ∈ V0.

Portanto, verificar integrabilidade local é equivalente a procurar por um número má-
ximo de soluções, não triviais, para o sistema homogêneo definido por um conjunto fixo de
seções independentes de V .

Teorema 3.6. Toda estrutura essencialmente real é localmente integrável.

Demonstração. Seja V uma estrutura essencialmente real. Dado p0 ∈ Ω, considere o sistema
de coordenadas x = (x1, . . . , xN) tal que x(p0) = 0. Pela Proposição 2.84, existem cam-
pos vetoriais reais M1, . . . ,Mn ∈ X (U), onde U ⊂ Ω é uma vizinhança de p0, tais que
M1, . . . ,Mn geram V . Logo, pelo Teorema de Frobenius 2.68 temos que existem coordenadas
locais y1, . . . , yN , definidas sobre V ⊂ U uma vizinhança de p0, tais que ∂

∂y1
, . . . , ∂

∂yn
geram V ,

isto é,
{(

∂
∂y1

)
p
, . . . ,

(
∂
∂yn

)
p

}
é base de Vp, para todo p ∈ V . Defina Zk = yk+n ∈ C∞(V ),

k = 1, . . . ,m. Assim, para todo p ∈ V , dZkp = dyk+np e

dZkp

(
∂

∂yj

)
p

= dyk+np

(
∂

∂yj

)
p

= 0 j = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m.

Como,
{(

∂
∂yj

)
p

; j = 1, . . . , n

}
é base de Vp, segue que {dZ1p, . . . , dZmp} ⊂ V⊥p para todo

p ∈ V . Além disso, o conjunto {dZ1p, . . . , dZmp} é L.I, pois {dy1+np, . . . , dyNp} é L.I. Portanto,

V⊥p = span{dZ1p, . . . , dZmp}, para todo p ∈ V,

e, consequentemente, V é localmente integrável.

3.2 GERADORES LOCAIS

Nesta seção, construiremos coordenadas locais e geradores locais apropriados para o
subfibrado T ′ quando a estrutura V é localmente integrável.
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Seja V uma estrutura localmente integrável. Então, dado p ∈ Ω existem U vizi-
nhança de p e funções G1, . . . , Gm ∈ C∞(U) tais que T ′q = span{dG1q, . . . , dGmq}, para
todo q ∈ U . Aplicando o Lema 2.85 com V = T ′p e V0 = T 0

p , temos que o conjunto
{ζ1, . . . , ζν , ξν+1, . . . , ξm} é uma base de T ′p, com p ∈ U . Assim, existe (cjk) ∈ GL(m,C)

tal que

m∑
k=1

cjkdGkp = ζj, j = 1, . . . , ν,

m∑
k=1

cjkdGkp = ξj, j = ν + 1, . . . ,m.

Defina

Zj =
m∑
k=1

cjk{Gk −Gk(p)}, j = 1, . . . , ν,

Wl =
m∑
k=1

cν+l,k{Gk −Gk(p)}, l = 1, . . . , d.

Observe que Zj,Wl ∈ C∞(U), para todo j = 1, . . . , ν e para todo l = 1, . . . , d. Além disso,
pela Proposição 2.50 obtemos que

dZj =
m∑
k=1

cjkdGk, j = 1, . . . , ν,

dWl =
m∑
k=1

cν+l,kdGk, l = 1, . . . , d,

donde,
dZjp = ζj, dWlp = ξν+l.

Logo, {dZ1p, . . . , dZνp, dW1p, . . . , dWdp} é uma base de T ′p, concluindo que

dZ1, . . . , dZν , dW1, . . . , dWd

geram T ′ sobre U .
Se ainda definirmos

xj = <Zj ∈ C∞(U,R), yj = =Zj ∈ C∞(U,R), sl = <Wl ∈ C∞(U,R),

temos que dxjp = <dZjp = <ζj , dyjp = =dZjp = =ζj e dslp = <dWlp = ξν+l, com j =

1, . . . , ν e l = 1, . . . , d. Logo, pelo Lema 2.85, segue que

dx1p, . . . , dxνp, dy1p, . . . , dyνp, ds1p, . . . , dsdp
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são L.I sobre R. Ainda, note que xj(p) = yj(p) = sl(p) = 0, pois Zj(p) = Wl(p) = 0, com
j = 1, . . . , ν e l = 1, . . . , d.

Estamos agora prontos para provar o seguinte importante resultado:

Teorema 3.7. Seja V uma estrutura localmente integrável definida sobre uma variedade Ω.

Considere p ∈ Ω e d a dimensão real de T 0
p . Então existe um sistema de coordenadas que se

anula em p, a dizer

{x1, . . . , xν , y1, . . . , yν , s1, . . . , sd, t1, . . . , tn′}

e funções reais, suaves φ1, . . . , φd definidas em uma vizinhança da origem e satisfazendo

φk(0) = 0, dφk(0) = 0, k = 1, . . . , d,

tais que os diferenciais das funções

Zj(x, y) = zj = xj + iyj, j = 1, . . . , ν

Wk(x, y, s, t) = sk + iφk(z, s, t), k = 1, . . . , d,

geram T ′ em uma vizinhança da origem. Em particular, temos ν + d = m, ν + n′ = n e, além

disso,

T 0
p = span{ds1|0, . . . , dsd|0}.

Demonstração. Usando nossa discussão anterior, basta considerarmos t1, . . . , tn′ funções sua-
ves à valores reais, definidas sobre U , com ti(p) = 0 para todo i = 1, . . . , n′, tais que

dx1p, . . . , dxνp, dy1p, . . . , dyνp, ds1p, . . . , dsdp, dt1p, . . . , dtn′p

são L.I. Ainda, defina φk = =Wk ∈ C∞(U,R). Logo, φk(p) = =Wk(p) = 0, pois Wk(p) = 0

para todo k = 1, . . . , d. Além disso, dφkp = =dWkp = 0, pois dWkp = ξν+k ∈ R para todo
k = 1, . . . , d. Em particular, como ν + d = m e 2ν + d + n′ = N , temos que ν + n′ = n e,
sendo dslp = ξν+l, l = 1, . . . , d, onde {ξν+1, . . . , ξm} é base real de V0 = T 0

p , obtemos que

T 0
p = span{ds1|0, . . . , dsd|0}.

Como consequência do Teorema 3.7, podemos definir, em uma vizinhança da origem
de RN , os campos vetoriais

Mk =
d∑

k′=1

µkk′
∂

∂sk′
, k = 1, . . . , d, (3.3)
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caracterizados pelas relações MkWk′ = δkk′ . De fato, do Teorema 3.7 temos que

Wk(x, y, s, t) = sk + iφk(z, s, t), k = 1, . . . , d.

Então,
∂Wk

∂sk′
(x, y, s, t) = δkk′ + i

∂φk
∂sk′

(z, s, t).

Assim,
∂Wk

∂sk′
(0) = δkk′ + i

∂φk
∂sk′

(0) = δkk′ + idφk|0
(

∂

∂sk′

)
0

= δkk′ ,

pois, dφk|0 = 0. Considere a matriz A = (akk′)d×d, onde akk′ = ∂Wk

∂sk′
∈ C∞(U). Como,

A(0) = Id×d temos que det(A(0)) 6= 0. Pela continuidade da função determinante, diminuindo
a viznhança U em torno da origem, se necessário, podemos assumir que A é invertível em U .
Tome B = (bkk′)d×d a inversa de A e defina sobre U ⊂ RN os campos vetoriais

Mk =
d∑

k′=1

µkk′
∂

∂sk′
, k = 1, . . . , d,

onde µkk′ = bk′k ∈ C∞(U). Assim,

MkWk′ =
d∑
j=1

µkj
∂Wk′

∂sj
=

d∑
j=′

bjkak′j = δk′k = δkk′ .

Observação 3.8. Considere os campos vetoriais

Lj =
∂

∂zj
− i

d∑
k=1

∂φk
∂zj

Mk, j = 1, . . . , ν,

e

L̃l =
∂

∂tl
− i

d∑
k=1

∂φk
∂tl

Mk, l = 1, . . . , n′,

onde Mk são os campos dados em (3.3). Então, L1, . . . , Lν , L̃1, . . . , L̃n′ são L.I e satisfazem

LjZj′ = L̃lZj′ = LjWk = L̃lWk = 0, (3.4)

para todo j, j′ = 1, . . . ν, k = 1, . . . , d, l = 1, . . . , n′. Consequentemente, L1, . . . , Lν , L̃1, . . . , L̃n′

geram V sobre U . De fato, para cada q ∈ U sejam αjp, βlq ∈ C, j = 1, . . . , ν e l = 1, . . . n′ tais
que

ν∑
j=1

αjqLjq +
n′∑
l=1

βlqL̃lq = 0.
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Então,

ν∑
j=1

αjq

(
∂

∂zj

)
q

− i
ν∑
j=1

d∑
k=1

αjq
∂φk
∂zj

(q)Mkq +
n′∑
l=1

βlq

(
∂

∂tl

)
q

− i
n′∑
l=1

d∑
k=1

βlq
∂φk
∂tl

(q)Mkq = 0.

Mas, ∂
∂zj

= 1
2

(
∂
∂xj

+ i ∂
∂yj

)
. Logo,

ν∑
j=1

αjq
2

(
∂

∂xj

)
q

+ i
ν∑
j=1

αjq
2

(
∂

∂yj

)
q

− i
d∑

k′=1

γk′q

(
∂

∂sk′

)
q

+
n′∑
l=1

βlq

(
∂

∂tl

)
q

= 0,

onde

γk′q =
d∑

k=1

(
ν∑
j=1

αjq
∂φk
∂zj

(q) +
n′∑
l=1

βlq
∂φk
∂tl

(q)

)
µkk′(q).

Como,
{(

∂
∂xj

)
q
,
(

∂
∂yj

)
q
,
(

∂
∂sk′

)
q
,
(

∂
∂tl

)
q

; j = 1, . . . , ν, l = 1, . . . , n′, k = 1, . . . d

}
é base

de CTqΩ, temos que αjq = βlq = 0, para todo j = 1, . . . , ν e l = 1, . . . , n′. Portanto,
L1q, . . . , Lνq, L̃1q, . . . , L̃n′q são L.I para todo q ∈ U , o que implica, que L1, . . . , Lν , L̃1, . . . , L̃n′

são L.I. Ainda, MkZj′ =
∑d

k′=1 µkk′
∂Zj′

∂sk′
= 0, para todo k = 1, . . . , d, logo,

LjZj′ =
∂Zj′

∂zj
− i

d∑
k=1

∂φk
∂zj

Mk(Zj′) = 0,

para todo j, j′ = 1, . . . ν,

L̃lZj′ =
∂Zj′

∂tl
− i

d∑
k=1

∂φk
∂tl

Mk(Zj′) = 0,

para todo l = 1, . . . , n′ e j′ = 1, . . . ν,

LjWk =
∂Wk

∂zj
− i

d∑
k̃=1

∂φk̃
∂zj

Mk̃(Wk) =
∂Wk

∂zj
− i∂φk

∂zj
= 0,

para todo j = 1, . . . ν e k = 1, . . . , d,

L̃lWk =
∂Wk

∂tl
− i

d∑
k̃=1

∂φk̃
∂tl

Mk̃(Wk) =
∂Wk

∂tl
− i∂φk

∂tl
=
∂(Wk − iφk)

∂tl
=
∂sk
∂tl

= 0,

para todo l = 1, . . . , n′ e k = 1, . . . , d. Assim, dZj′(Lj) = dWk(Lj) = dZj′(L̃l) = dWk(L̃l) =

0, com j, j′ = 1, . . . ν, l = 1, . . . , n′, k = 1, . . . , d, donde {L1, . . . , Lν , L̃1, . . . , L̃n′} ⊂ V e, por
ser L.I, gera V sobre U .
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Observação 3.9. As 1-formas

dz1, . . . , dzν , dz1, . . . , dzν , dW1, . . . , dWd, dt1, . . . , dtn′ (3.5)

geram CT ∗Ω sobre U . Com efeito, para cada q ∈ U sejam αjq, βjq, γkq, τlq ∈ C, j = 1, . . . , ν,
k = 1, . . . , d e l = 1, . . . , n′, tais que

ν∑
j=1

αjqdzjq +
ν∑
j=1

βjqdzjq +
d∑

k=1

γkqdWkq +
n′∑
l=1

τlqdtlq = 0.

Então
ν∑
j=1

αjqdZjq +
d∑

k=1

γkqdWkq = −
ν∑
j=1

βjqdZjq −
n′∑
l=1

τlqdtlq. (3.6)

Note que

dZjq(Mkq) = Mk(Zj)(q) =
d∑

k′=1

µkk′(q)
∂Zj

∂sk′
(q) = 0 (3.7)

e

dtlq(Mkq) = Mk(tl)(q) =
d∑

k′=1

µkk′(q)
∂tl
∂sk′

(q) = 0. (3.8)

Assim, aplicando (3.6) em Lj′q ∈ Vq, j′ = 1, . . . , ν, temos que

0 =
ν∑
j=1

βjqdZjq(Lj′q) +
n′∑
l=1

τlqdtlq(Lj′q). (3.9)

Mas, de (3.7) e (3.8), obtemos que dtlq(Lj′q) = 0 e dZjq(Lj′q) = dZjq

(
∂
∂zj′

)
q

= δjj′ . Disto
em (3.9), vem que

0 =
ν∑
j=1

βjqδjj′ ,

donde,
βj′q = 0, j′ = 1, . . . , ν. (3.10)

Por outro lado, aplicando (3.6) em L̃l′q ∈ Vq, l′ = 1, . . . , n′, temos que

0 =
ν∑
j=1

βjqdZjq(L̃l′q) +
n′∑
l=1

τlqdtlq(L̃l′q). (3.11)

Mas, de (3.7) e (3.8), obtemos que dtlq(L̃l′q) = dtlq

(
∂
∂tl′

)
q

= δll′ e dZjq(L̃l′q) = 0. Disto em
(3.11), vem que

0 =
n′∑
l=1

τlqδll′ ,
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donde,
τl′q = 0, l′ = 1, . . . , n′. (3.12)

Logo, de (3.10) e (3.12) em (3.6), obtemos que

ν∑
j=1

αjqdZjq +
d∑

k=1

γkqdWkq = 0,

e, como {dZ1q, . . . , dZνq, dW1q, . . . , dWdq} é L.I, temos que αjq = γkq = 0, com j = 1, . . . , ν e
k = 1, . . . , d. Consequentemente,{dz1q, . . . , dzνq, dz1q, . . . , dzνq, dW1q, . . . , dWdq, dt1q, . . . , dtn′q}
é L.I, para todo q ∈ U e, como cada elemento desse conjunto pertence à CT ∗q Ω, o qual é um
espaço N -dimensional, temos que tal conjunto gera CT ∗q Ω, para todo q ∈ U .

Observação 3.10. O conjunto formado pelas 1-formas dadas em (3.5) é a base dual do conjunto

{L[1, . . . , L[ν , L1, . . . , Lν ,M1, . . . ,Md, L̃1, . . . , L̃n′} (3.13)

onde,

L[j =
∂

∂zj
− i

d∑
k=1

∂φk
∂zj

Mk, j = 1, . . . , ν.

Além disso, os campos vetoriais em (3.13) comutam dois a dois. De fato,

dzj(L
[
j′) = L[j′(zj) = δjj′ ,

pois Mk(zj) = 0. Além disso, dzj(Mk) = 0. De (3.4), vem que dzj(Lj′) = dzj(L̃l) = 0. De
(3.7)

dzj(L
[
j′) = L[j′(zj) = 0.

Também já vimos na demonstração da observação 3.9 que dzj(Lj′) = δjj′ e que dzj(Mk) =

dzj(L̃l′) = 0. Agora,

dWk(L
[
j′) = L[j′(Wk) =

∂Wk

∂zj′
− i

d∑
k̃=1

∂φk̃
∂zj′

Mk̃(Wk) =
∂(Wk − iφk)

∂zj′
=
∂sk
∂zj′

= 0.

De (3.4) dWk(Lj′) = dWk(L̃l) = 0 e, como Mk̃(Wk) = δk̃k, temos que dWk(Mk̃) = δk̃k. Por
fim, de (3.8) temos que

dtl(L
[
j′) = L[j′(tl) = 0,

e da demonstração da observação 3.9, segue que dtl(Lj′) = dtl(Mk) = 0 e dtl(L̃l′) = δll′ ,
concluindo assim que (3.5) é dual de (3.13). Agora verifiquemos que os campos dados em
(3.13) comutam dois a dois. Para isto, basta provarmos que dF ([P,Q]) = 0, onde F é qualquer
umas das funções {Zj, Zj,Wk, tl} e P,Q é qualquer um dos campos vetoriais em (3.13), pois
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assim [P,Q] = 0. Então, fixemos F = Zj . Logo,

dZj([L
[
j′ , L

[
j̃
]) = L[j′(L

[
j̃
(Zj))− L[j̃(L

[
j′(Zj)) = L[j′(δjj̃)− L[j̃(δjj′) = 0,

dZj([Lj′ , Lj̃]) = Lj′(0)− Lj̃(0) = 0,

dZj([Mk,Mk′ ]) = Mk(0)−Mk′(0) = 0,

dZj([L̃l, L̃l′ ]) = L̃l(0)− L̃l′(0) = 0,

dZj([L
[
j′ , Lj̃]) = L[j′(Lj̃(Zj))− Lj̃(L[j′(Zj)) = L[j′(0)− Lj̃(δjj′) = 0,

dZj([L
[
j′ ,Mk]) = L[j′(Mk(Zj))−Mk(L

[
j′(Zj) = L[j′(0)−Mk(δjj′) = 0,

dZj([L
[
j′ , L̃l]) = L[j′(L̃l(Zj))− L̃l(L[j′(Zj) = L[j′(0)− L̃l(δjj′) = 0,

dZj([Lj̃,Mk]) = Lj̃(Mk(Zj))−Mk(Lj̃(Zj)) = Lj̃(0)−Mk(0) = 0,

dZj([Lj̃, L̃l]) = Lj̃(L̃l(Zj))− L̃l(Lj̃(Zj)) = Lj̃(0)− L̃l(0) = 0,

dZj([Mk, L̃l]) = Mk(L̃l(Zj))− L̃l(Mk(Zj)) = Mk(0)− L̃l(0) = 0.

Fazendo F variar, os cálculos seguem de maneira análoga.

Em muitos casos, o seguinte caso particular do Teorema 3.7 é suficiente:

Corolário 3.11. Seja V uma estrutura localmente integrável definida sobre um variedade Ω e

considere p ∈ Ω. Então existe um sistema de coordenadas que se anula em p, a dizer

{x1, . . . , xm, t1, . . . , tn}

e funções reais, suaves φ1, . . . , φm definidas em uma vizinhança da origem e satisfazendo

φk(0, 0) = 0, dxφk(0, 0) = 0, k = 1, . . . ,m,

tais que os diferenciais das funções

Zk(x, t) = xk + iφk(x, t), k = 1, . . . ,m,

geram T ′ em uma vizinhança da origem.

Demonstração. Pelo Teorema 3.7, existe um sistema de coordenadas que se anula em p

{x̃1, . . . , x̃ν , ỹ1, . . . , ỹν , s̃1, . . . , s̃d, t̃1, . . . , t̃n′}

e funções reais, suaves φ̃1, . . . , φ̃d definidas em uma vizinhança da origem e satisfazendo

φ̃k(0) = 0, dφ̃k(0) = 0, k = 1, . . . , d,
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tais que os diferenciais das funções

Z̃j(x̃, ỹ) = z̃j = x̃j + iỹj, j = 1, . . . , ν

W̃k(x̃, ỹ, s̃, t̃) = s̃k + iφ̃k(z̃, s̃, t̃), k = 1, . . . , d,

geram T ′ em uma vizinhança da origem. Assim, tome

xk =

x̃k, k = 1, . . . , ν

s̃k, k = ν + 1, . . . ,m
, tk =

ỹk, k = 1, . . . , ν

t̃k, k = ν + 1, . . . , n
,

φk =

ỹk, k = 1, . . . , ν

φ̃k, k = ν + 1, . . . ,m
.

Logo, teremos que {x1, . . . , xm, t1, . . . , tn} se anula em p e que φ1, . . . , φm são funções reais,
suaves definidas em uma vizinhaça da origem e satisfazendo

φk(0, 0) =

ỹk(0, 0) = 0, k = 1, . . . , ν

φ̃k(0, 0) = 0, k = ν + 1, . . . ,m
,

dxφk(0, 0) =

dxỹk(0, 0) = 0, k = 1, . . . , ν

dxφ̃k(0, 0) = 0, k = ν + 1, . . . ,m
,

tais que os diferenciais das funções

Zk = xk + iφk =

x̃k + iỹk, k = 1, . . . , ν

s̃k + iφ̃k, k = ν + 1, . . . ,m
=

Z̃k, k = 1, . . . , ν

W̃k, k = ν + 1, . . . ,m

geram T ′ numa vizinhança da origem.

Analogamente à consequência obtida do Teorema 3.7, temos agora como consequên-
cia do Corolário 3.11 que, podemos definir em uma vizinhança da origem do RN , os campos
vetoriais

Mk =
m∑
l=1

µkl
∂

∂xl
, k = 1, . . . , d, (3.14)

caracterizados pelas relações MkZl = δkl.
As demonstrações das seguintes observações serão omitidas, pois são análogas as ob-

servações 3.8, 3.9 e 3.10.

Observação 3.12. Considere os campos vetoriais

Lj =
∂

∂tj
− i

m∑
k=1

∂φk
∂tj

Mk, j = 1, . . . , n,
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onde Mk são os campos definidos em (3.14). Então, L1, . . . , Ln são L.I e satisfazem LjZk = 0,
com j = 1, . . . , n e k = 1, . . . ,m. Consequentemente, L1, . . . , Ln geram V em uma vizinhança
da origem.

Observação 3.13. As 1-formas

dz1, . . . , dzm, dt1, . . . , dtn (3.15)

geram CT ∗Ω em uma vizinhança da origem.

Observação 3.14. O conjunto formado pelas 1-formas dadas em (3.15) é a base dual do con-
junto

{L1, . . . , Ln,M1, . . . ,Mm}. (3.16)

Além disso, os campos vetoriais em (3.16) comutam dois a dois.

Exemplo 3.15. Seja U um conjunto aberto de Rn e assuma Φ : U −→ Rm uma função suave,
dada por Φ(t) = (φ1(t), . . . , φm(t)). Chamamos uma estrutura tubo em Rm × U a estrutura
localmente integrável V em Rm × U , tal que T ′ é gerada pelos diferenciais das funções

Zk = xk + iφk(t), k = 1, . . . ,m.

Temos que os geradores globais da estrutura tubo V são dados por

Lj =
∂

∂tj
− i

m∑
k=1

∂φk
∂tj

(t)
∂

∂xk
, j = 1, . . . , n.

De fato, temos que

∂Zk
∂xl

(x, t) =
∂xk
∂xl

+ i
∂φk
∂xl

(t) = δkl, l, k = 1, . . . ,m,

pois φk não depende de x. Logo, se escrevermos Z = (Z1, . . . , Zm), obtemos

Zx(x, t) =

(
∂Zk
∂xl

(x, t)

)
m×m

= Im×m, para todo (x, t) ∈ Rm × U.

Disto, tomemos µkl = δkl, donde

Mk =
m∑
l=1

δkl
∂

∂xl
=

∂

∂xk
, k = 1, . . . ,m.

Por outro lado, os campos vetoriais

Lj =
∂

∂tj
− i

m∑
k=1

∂φk
∂tj

(t)Mk, j = 1, . . . , n,
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geram V sobre Rm × U . Portanto,

Lj =
∂

∂tj
− i

m∑
k=1

∂φk
∂tj

(t)
∂

∂xk
, j = 1, . . . , n.
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4 A FÓRMULA DE APROXIMAÇÃO DE BAOUENDI-TREVES

Neste capítulo, provaremos o que provalvelmente é o resultado mais importante na
teoria de estruturas localmente integráveis. Esse resultado afirma que em uma vizinhança de
um dado ponto do domínio de uma estrututura localmente integrável L, qualquer solução da
equação Lu = 0 pode ser aproximada por polinômios em um número finito de soluções homo-
gêneas, onde as soluções nesse conjunto são escolhidas com diferenciais L.I e com quantidade
igual ao co-posto de L. Tal conjunto recebe o nome de conjunto completo de integrais primeiras
da estrutura localmente integrável.

4.1 O TEOREMA DE APROXIMAÇÃO

Como a fórmula de aproximação é de natureza local, será suficiente restringir nossa
atenção à uma estrutura localmente integrável L definida em um subconjunto aberto Ω de RN ,
sobre o qual L⊥ é gerado pelos diferenciais dZ1, . . . , dZm, onde Zj ∈ C∞(Ω), j = 1, . . . ,m.
Assim, se n é o posto de L, relembremos que N = n+m.

Definição 4.1. Dada uma distribuição u ∈ D′(Ω), dizemos que u é uma solução homogênea

de L e escrevemos Lu = 0 se,

Lu = 0 em U,

para toda seção local L de L definida em um subconjunto aberto U ⊂ Ω.

A seguir apresentamos alguns exemplos de solução homogênea de L.

Exemplo 4.2. As funções constantes são soluções homogêneas de L. Com efeito, seja u :

RN −→ R dada por u(p) = c, para todo p ∈ RN . Então, dado K ⊂ RN compacto temos que∫
K

u(x)dx =

∫
K

c dx = c|K| <∞.

Portanto, u ∈ L1
loc(RN) ↪→ D′(RN). Agora, dado x1, . . . , xN um sistema de coordenadas locais

em RN e L uma seção local qualquer de L, temos que

Lu =
N∑
j=1

aj
∂c

∂xj
= 0.

Logo, a função constante é uma solução homogênea de L.

Exemplo 4.3. As funções Z1, . . . , Zm ∈ C∞(Ω) são soluções homogêneas de L. De fato, como
C∞(Ω) ⊂ L1

loc(Ω) ⊂ D′(Ω) temos que Z1, . . . , Zm ∈ D′(Ω). Além disso, dada L uma seção
local qualquer de L, temos que LZj = 〈dZj, L〉 = 0, para todo j = 1, . . . ,m, pois dZj ∈ L⊥.
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Consequentemente, as funções Zj são soluções homogêneas de L. O significado da notação
〈·, ·〉 é o mesmo dado na Definição 1.21 do Capítulo 2.

Exemplo 4.4. Sejam u e v soluções homogêneas suaves de L. Então, uv é uma solução ho-
mogênea. De fato, sejam u, v ∈ C∞(Ω), então uv ∈ C∞(Ω) ⊂ D′(Ω). Ainda, L(uv) =

uL(v) + vL(u) = 0, pois u e v são soluções homogêneas. Portanto, uv é solução homogênea
suave de L.

Dessa forma, segue dos Exemplos 4.3 e 4.4 que um polinômio com coeficientes cons-
tantes nas m funções Zj , isto é, uma função da forma

P (Z) =
∑
|α|≤d

cαZ
α, α = (α1, . . . , αm) ∈ Zm, cα ∈ C, (4.1)

é uma solução homogênea de L.
Enunciaremos, agora, o Teorema de Aproximação que afirma que qualquer distribui-

ção u, que é solução de Lu = 0, é o limite fraco de soluções polinomiais tais como (4.1).
Em seguida, apresentaremos um exemplo, bem conhecido em análise, em que aplicaremos o
teorema.

Teorema 4.5. Seja L uma estrutura localmente integrável em Ω e assuma que dZ1, . . . , dZm

geram L⊥ em todos os pontos de Ω. Então, para qualquer p ∈ Ω, existem U e W abertos, com

p ∈ U ⊂ U ⊂ W ⊂ Ω, tais que

(i) todo u ∈ D′(W ) que satisfaz Lu = 0 em W é o limite em D′(U) de uma sequência de

soluções polinomiais Pj(Z1, . . . , Zm):

u = lim
j→∞

Pj ◦ Z em D′(U); (4.2)

(ii) se u ∈ Ck(W ), a convergência vale na topologia de Ck(U), k = 0, 1, 2, . . . ,∞.

Exemplo 4.6. Toda função holomorfa é localmente aproximada por polinômios na variável
complexa z. De fato, seja L o subfibrado tangente gerado, sobre um conjunto aberto Ω ⊂ C '
R2, pelo campo vetorial Cauchy-Riemann

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
.

Tomando z(x, y) = x + iy ∈ C∞(Ω) temos que dz = dx + idy 6= 0 e ∂
∂z

(z) = 0. Logo,
L é uma estrutura localmente integrável. Além disso, observe que toda função u : Ω −→ C
holomorfa é solução de Lu = 0, pois u ∈ C∞(Ω) e ∂

∂z
(u) = 0. Logo, pelo Teorema de

Aproximação qualquer função holomorfa pode ser localmente aproximada por polinômios na
variável complexa z.
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Definição 4.7. Considere a relação de equivalência entre pontos p, q ∈ U ⊂ Ω: p ∼ q se, e so-

mente se, Z(p) = Z(q). Definimos as fibras de Z em U como sendo as classes de equivalência

da relação ∼.

Vejamos, agora, uma consequência interessante do Teorema 4.5.

Proposição 4.8. Toda solução u ∈ C0(Ω) de Lu = 0 é constante sobre as fibras de Z em U .

Demonstração. Seja [p] uma fibra arbitrária de Z em U e tome q ∈ [p]. Com isso, p ∼ q, isto é,
Z(p) = Z(q). Logo, para qualquer polinômio P emm variáveis temos que P ◦Z(p) = P ◦Z(q)

e, pela aproximação uniforme de u em U pelos polinômios em Z, segue que

u(p) = lim
j→∞

Pj ◦ Z(p) = lim
j→∞

Pj ◦ Z(q) = u(q).

Isto é, u(q) = u(p), para todo q ∈ [p]. Logo u é constante sobre [p]. Pela arbitrariedade de [p]

temos que u é constante sobre as fibras de Z em U .

Assim, se os diferenciais de Z]
1, . . . , Z

]
m geram L⊥ sobre Ω, temos que Z]

j ∈ C∞(Ω) ⊂
C0(Ω). Além disso, já vimos que as funções Z]

j satisfazem LZ]
j = 0, para todo j = 1, . . . ,m.

Logo, segue da Proposição 4.8 que Z]
j é constante sobre as fibras de Z em U , para todo j =

1, . . . ,m, isto é, Z] = (Z]
1, . . . , Z

]
m) é constante sobre as fibras de Z em U .

Aplicando o teorema com Z] ao invés de Z e considerando, para cada j = 1, . . . ,m,
u] = Zj , podemos encontrar uma vizinhança U ] ⊂ U de p tal que Z é constante sobre as fibras
de Z] em U ]. Dessa forma, o seguinte resultado nos diz que as fibras numa vizinhança não
dependem da escolha do conjunto completo de integrais primeiras.

Proposição 4.9. As fibras de Z e as fibras de Z] são idênticas em U ].

Demonstração. Considere {[p]Z ; p ∈ U ]} as fibras de Z em U ] e {[p]Z] ; p ∈ U ]} as fibras
de Z] em U ]. Provaremos que [p]Z = [p]Z] . Seja q ∈ [p]Z , então Z(p) = Z(q). Para cada
j = 1, . . . ,m, tomemos u = Z]

j ∈ C∞(U ]). Como, Pk ◦ Z(p) = Pk ◦ Z(q), para todo
k = 1, . . . ,m, temos pelo Teorema 4.5 que

Z]
j(p) = lim

k→∞
Pk ◦ Z(p) = lim

k→∞
Pk ◦ Z(q) = Z]

j(q), j = 1, . . . ,m,

ou seja, Z](p) = Z](q), donde q ∈ [p]Z] . Reciprocamente, tomemos q ∈ [p]Z] , então Z](p) =

Z](q). Disto, temos que Pk ◦ Z](p) = Pk ◦ Z](q), para qualquer k = 1, . . . ,m. Agora, para
cada j = 1, . . . ,m, tomemos u] = Zj ∈ C∞(U). Assim, aplicando o Teorema 4.5 com Z] no
lugar de Z, obtemos que

Zj(p) = lim
k→∞

Pk ◦ Z](p) = lim
k→∞

Pk ◦ Z](q) = Zj(q), j = 1, . . . ,m.

Isto é, Z(p) = Z(q), donde q ∈ [p]Z .
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Além disso, toda solução u ∈ C0(Ω) de Lu = 0 pode ser fatorada como a com-
posição de uma função contínua, definida em um subconjunto de Cm, com Z. Isto é, existe
ũ ∈ C0(Z(U)) tal que u = ũ ◦ Z.

4.2 DEMONSTRAÇÃO: VERSÃO CLÁSSICA

Como o Teorema de Aproximação é de caráter local, consideraremos B((0, 0),M) ⊂
RN , onde M > 0. Iremos provar o Teorema 4.5 em várias etapas. A primeira etapa consiste em
tomar coordenadas locais convenientes em uma vizinhança de p. Como L é uma estrutura local-
mente integrável temos, pelo Corolário 3.11 da Seção 3.2, que existe um sistema de coordendas
que se anula em p, a dizer

{x1, . . . , xm, t1, . . . , tn}

e funções reais, suaves φ1, . . . , φm definidas sobre B((0, 0),M) e satisfazendo

φk(0, 0) = 0, dxφk(0, 0) = 0, k = 1, . . . ,m,

tais que os diferenciais das funções

Zk(x, t) = xk + iφk(x, t), k = 1, . . . ,m (4.3)

geram T ′ sobre B((0, 0),M). Agora, tomemos R > 0 e consideremos o conjunto

V = {(x, t) ∈ B((0, 0),M); |x| < R e |t| < R} (4.4)

de forma que (4.3) seja válido em uma vizinhança de V .

Observação 4.10. O conjunto V definido em (4.4) é aberto. De fato, escrevamos V = V1 ∩ V2,
onde V1 = {(x, 0) ∈ B((0, 0),M); |x| < R} e V2 = {(0, t) ∈ B((0, 0),M); |t| < R}.
Denotando |x| = f(x), temos que f é contínua e

V1 = {(x, 0) ∈ B((0, 0),M); |x| < R}

= {(x, 0) ∈ B((0, 0),M); −∞ < |x| < R} = f−1(−∞, R).

Como f é contínua temos que V1 é aberto. Analogamente, temos que V2 é aberto. Portanto,
V = V1 ∩ V2 é aberto, como queríamos.

Antes de enunciarmos a próxima observação, tomemos X ⊂ V aberto de forma que
X ∩ V c = ∅. Assim, existe ψ ∈ C∞0 (RN) tal que ψ = 1 em X , ψ = 0 em V c e 0 ≤ ψ(x) ≤ 1,
para todo x ∈ RN .

Observação 4.11. Podemos escolher R > 0 de forma que:

(i)
∥∥∥( ∂φj∂xk

(x, t)
)∥∥∥ < 1

4
, para todo (x, t) ∈ V ;
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(ii) |φj(x, t)| < 1
4M

, para todo (x, t) ∈ V ,

onde M = max(x,t)∈RN |∇xψ(x, t)| e ‖ · ‖ indica a norma da matriz φx(x, t) =
(
∂φj
∂xk

(x, t)
)
m×m

como um operador linear em Rm. Com efeito, note que ∂φj
∂xk

(0, 0) = 0 para todo j = 1, . . . ,m,
pois dxφj(0, 0) = 0. Além disso, como V ⊂ U temos que ∂φj

∂xk
∈ C∞(V ), ou seja, ∂φj

∂xk
é

contínua em (0, 0). Logo, para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que

|(x, t)− (0, 0)| < δ =⇒
∥∥∥∥(∂φj∂xk

(x, t)

)
−
(
∂φj
∂xk

(0, 0)

)∥∥∥∥ < ε.

Em particular, para ε = 1
4
, existe δ∗ > 0 tal que∥∥∥∥(∂φj∂xk

(x, t)

)∥∥∥∥ < 1

4
, para todo(x, t) ∈ B((0, 0), δ∗).

Agora, como φj ∈ C∞(V ) e φj(0, 0) temos que para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que

|(x, t)| < 0 =⇒ |φj(x, t)| < ε.

Em particular, para ε = 1
4M

existe δ̃ > 0 tal que

|φj(x, t)| <
1

4M
, para todo(x, t) ∈ B((0, 0), δ̃).

Tomando δ′ = min{δ∗, δ̃} e reduzindo R, se necessário, temos o desejado.

Observação 4.12. ∥∥∥∥(∂(φjψ)

∂xk
(x, t)

)∥∥∥∥ < 1

2
, para todo(x, t) ∈ RN .

De fato, se (x, t) ∈ X ⊂ V então ψ(x, t) = 1 e pelo primeiro item da observaçao 4.11 vem que∥∥∥∥(∂(φjψ)

∂xk
(x, t)

)∥∥∥∥ =

∥∥∥∥(∂φj∂xk
(x, t)ψ(x, t) +

∂ψ

∂xk
(x, t)φj(x, t)

)∥∥∥∥
=

∥∥∥∥(∂φj∂xk
(x, t)

)∥∥∥∥ < 1

4
<

1

2
.

Agora, se (x, t) ∈ V c então ψ(x, t) = 0, donde∥∥∥∥(∂(φjψ)

∂xk
(x, t)

)∥∥∥∥ = 0 <
1

2
.

Por fim, se (x, t) ∈ V e (x, t) /∈ X então 0 ≤ ψ(x, t) ≤ 1 e pelo segundo item da observação
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4.11 obtemos∥∥∥∥(∂(φjψ)

∂xk
(x, t)

)∥∥∥∥ ≤ ∥∥∥∥(∂φj∂xk
(x, t)

)∥∥∥∥ sup |ψ(x, t)|+ |∇xψ(x, t)| sup |φj(x, t)|

≤
∥∥∥∥(∂φj∂xk

(x, t)

)∥∥∥∥+M
1

4M

<
1

4
+

1

4
=

1

2
,

o que conclui a demonstração da observação.

Como as funções ∂(φjψ)

∂xk
coincidem com as funções ∂φj

∂xk
em X ⊂ V escreveremos, por

simplicidade, ∂φj
∂xk

, isto é,∥∥∥∥(∂φj∂xk
(x, t)

)∥∥∥∥ < 1

2
, para todo(x, t) ∈ RN . (4.5)

Analogamente, modificando L fora de uma vizinhança de V , isto é, multiplicando
os campos Lj′ , j′ = 1, . . . n, pela função ψ, podemos assumir que os diferenciais dZj , j =

1, . . . ,m, dados por (4.3) geram L⊥ sobre RN . Assim, a nova estrutura L e a antiga coincidem
em V , o que significa que qualquer conclusão obtida sobre a nova estrutura L em V irá ser
válida para a antiga estrutura L.

Consideremos os campos vetoriais

Mk =
m∑
l=1

µkl
∂

∂xl
, k = 1, . . . ,m,

caracterizados pelas relações

MkZl = δkl, k, l = 1, . . . ,m,

e os campos vetoriais

Lj =
∂

∂tj
− i

m∑
k=1

∂φk
∂tj

Mk j = 1, . . . , n

os quais são L.I e satisfazem LjZk = 0, j = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m. Tais campos foram
introduzidos na Seção 3.2 depois do Corolário 3.11. Multiplicando as funções µkl pela função
ψ temos que os campos Mk’s e Lj’s ficam definidos sobre todo RN . Assim, L1, . . . , Ln geram
L sobre RN , enquanto os N = n+m campos vetoriais

L1, . . . , Ln,M1, . . . ,Mm
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comutam dois a dois e geram CTRN . Como

dZ1, . . . , dZm, dt1, . . . , dtn

geram CT ∗RN , o diferencial dω de uma função ω(x, t) ∈ C1 pode ser expresso nesta base na
forma

dω =
n∑
j=1

Lj(ω)dtj +
m∑
k=1

Mk(ω)dZk. (4.6)

Com efeito, dado p ∈ RN como dωp ∈ CT ∗pRN temos que

dωp =
n∑
j=1

aj(p)dtjp +
m∑
k=1

bk(p)dZkp,

onde aj, bk ∈ C0(RN). Assim, para todo j = 1, . . . , n

dωp(Ljp) =
n∑

j′=1

aj′(p)dtj′p(Ljp) +
m∑
k=1

bk(p)dZkp(Ljp) = aj(p),

isto é, Lj(ω)(p) = aj(p), pois LjZk = 0 e Ljtj′ = δjj′ para todo j, j′ = 1, . . . , n e k =

1, . . . ,m. Por outro lado, para todo k = 1, . . . ,m

dωp(Mkp) =
n∑
j=1

aj(p)dtjp(Mkp) +
m∑
k′=1

bk′(p)dZk′p(Mkp) = bk(p),

isto é, Mk(ω)(p) = bk(p), pois Mktj = 0 e MkZk′ = δk′k para todo k, k′ = 1, . . . ,m e
j = 1, . . . , n. Portanto,

dωp =
n∑
j=1

Lj(ω)(p)dtjp +
m∑
k=1

Mk(ω)(p)dZkp

como desejado.
Provaremos inicialmente parte do primeiro item do Teorema 4.5 para distribuições re-

gulares. Já que a nova estrutura L está definida sobre todo RN , assumiremos que u é uma
solução homogênea suave de Lu = 0, definida sobre RN com derivadas de todas as ordens con-
tínuas. Assim, seja u ∈ C∞(RN) satisfazendo em RN o sistema de equações sobredeterminado

L1u = 0

L2u = 0

. . .

Lnu = 0.

(4.7)
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4.2.1 A Aproximação de Eτu(x, t) por Polinômios em Z(x, t)

Definamos uma família de funções {Eτu} que depende de um parâmetro real τ , 0 <

τ <∞, por meio da fórmula

Eτu(x, t) =
(τ
π

)m
2

∫
Rm

e−τ [Z(x,t)−Z(x′,0)]2u(x′, 0)h(x′) detZx(x
′, 0)dx′, (4.8)

onde Z(x, t) − Z(x′, 0) ∈ Cm e para qualquer ζ = (ζ1, . . . , ζm) ∈ Cm usaremos a notação
[ζ]2 = ζ2

1 + . . . + ζ2
m. Além disso, temos que h(x) ∈ C∞0 (Rm) tal que h(x) = 1 em uma

vizinhança de |x| ≤ R
2

e h(x) = 0 para |x| ≥ R, em queR foi dado anteriormente na construção
do conjunto V . Assim, a aplicação Rm 3 x′ 7−→ u(x′, 0)h(x′) ∈ C está bem definida em Rm, é
de classe C∞ e tem suporte compacto. Por último, sendo Z = (Z1, . . . , Zm) consideramos Zx
como sendo a matriz

(
∂Zj
∂xk

)
j,k=1,...,m

e denotamos seu determinante por detZx.

Observação 4.13. A exponencial no integrando da equação (4.8) é uma função inteira de
(Z1, . . . , Zm) e ela satisfaz o sistema de equações homogêneo (4.7). Consequentemente,Eτu(x, t)

satisfaz o sistema (4.7), onde 0 < τ < ∞. De fato, sejam Lj ∈ X (RN), j = 1, . . . , n campos
vetoriais que geram L. Por simplicidade escrevamos

Lj =
N∑
k=1

ajk
∂

∂yk
,

onde y corresponde ao sistema de coordenadas (x, t). Então,

Lj(e
−τ [Z(x,t)−Z(x′,0)]2) =

N∑
k=1

ajk
∂(e−τ [Z(x,t)−Z(x′,0)]2)

∂yk

=
N∑
k=1

ajke
−τ [Z(x,t)−Z(x′,0)]2 ∂(−τ [Z(x, t)− Z(x′, 0)]2)

∂yk

= −τe−τ [Z(x,t)−Z(x′,0)]2
N∑
k=1

ajk
∂([Z(x, t)− Z(x′, 0)]2)

∂yk

= −τe−τ [Z(x,t)−Z(x′,0)]2Lj([Z(x, t)− Z(x′, 0)]2).

Como Zk ∈ C∞(RN) é solução de LZk = 0, para todo k = 1, . . . ,m, temos que

Lj(Zk(x, t)− Zk(x′, 0)) = Lj(Zk − Zk(x′, 0))(x, t) = LjZk(x, t) = 0.

Logo, Lj(e−τ [Z(x,t)−Z(x′,0)]2) = 0, pois o produto de soluções homogêneas suaves é ainda uma
solução homogênea suave. Consequentemente, pela diferenciação sob o sinal de integral vem
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que

Lj(Eτu(x, t)) =
N∑
k=1

ajk
∂(Eτu(x, t))

∂yk

=
N∑
k=1

ajk

(τ
π

)m
2

∫
Rm

u(x′, 0)h(x′) detZx(x
′, 0)

∂(e−τ [Z(x,t)−Z(x′,0)]2)

∂yk
dx′

=
(τ
π

)m
2

∫
Rm

u(x′, 0)h(x′) detZx(x
′, 0)

N∑
k=1

ajk
∂(e−τ [Z(x,t)−Z(x′,0)]2)

∂yk
dx′ = 0,

o que prova a observação.

Vamos denotar por Pk(ζ) as somas parcias de grau k da série de Taylor da função
exponencial e−[ζ]2 , em um polidisco fixo que contém o conjunto

{
√
τ(Z(x, t)− Z(x′, 0)); |x|, |x′| < R, |t| < R}.

Substituindo a exponencial na definição de Eτ por Pk(
√
τ(Z(x, t)− Z(x′, 0))) temos

F k
τ u(x, t) =

(τ
π

)m
2

∫
Rm

Pk(
√
τ(Z(x, t)− Z(x′, 0)))u(x′, 0)h(x′) detZx(x

′, 0)dx′

onde F k
τ u é um polinômio em Z(x, t). Além disso, para |x| < R

4
e |t| < T temos que

lim
k→∞

F k
τ u(x, t) = Eτu(x, t)

na topologia C∞, pois Pk(ζ) → e−[ζ]2 na topologia C∞, quando k → ∞. Assim, a segunda
etapa da demonstração será mostrar que, para |x| < R

4
e |t| < T < R, com T convenientemente

pequeno, Eτu(x, t) −→ u(x, t) uniformemente quando τ →∞, pois dessa forma teremos que

lim
τ→∞

lim
k→∞

F k
τ u(x, t) = lim

τ→∞
Eτu(x, t) = u(x, t).

Fazendo j = min{τ, k}, concluimos que

lim
j→∞

Fju(x, t) = u(x, t).

Consequentemente, de agora em diante, fixemos nossa atenção na convergência

Eτu(x, t) −→ u(x, t).
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4.2.2 Uma Aproximação da Identidade e a Convergência em D′

Consideremos a seguinte modificação do operador Eτ :

Gτu(x, t) =
(τ
π

)m
2

∫
Rm

e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t)]2u(x′, t)h(x′) detZx(x
′, t)dx′.

Note que, quando φk = 0, k = 1, . . . ,m, temos que Z(x, t) = x e detZx = 1. Então, Gτ fica

Gτu(x, t) =
(τ
π

)m
2

∫
Rm

e−τ [x−x′]u(x′, t)h(x′)dx′,

isto é, Gτ é a convolução de u(x, t)h(x) em uma integral gaussiana em Rm, sendo assim uma
aproximação da identidade, bem conhecida, quando τ → ∞. Em geral, as funções φ′ks não
se anulam, mas são relativamente pequenas, pois se anulam na origem e vale (4.5). Assim, Gτ

ainda é uma aproximação da identidade. Então, a ideia é provar que Gτu −→ u e, em seguida,
estimar a diferença Rτu = Gτu − Eτu usando o fato que Lu = 0. Antes, contemplaremos
alguns lemas técnicos.

Lema 4.14. SeA é uma matrizm×m com coeficientes reias, simétrica, positiva definida, então∫
Rm

e−〈Ax,x〉dx = π
m
2 (detA)−

1
2 . (4.9)

Demonstração. Usando coordenadas polares e, em seguida, fazendo uma mudança de variáveis
é fácil verificar que ∫ ∞

−∞
e−at

2

dt =
(π
a

) 1
2
, onde a > 0. (4.10)

Como A é simétrica, temos que existe uma matriz m × m ortogonal B tal que BtAB = D é
uma matriz m ×m diagonal. Por B ser ortogonal temos que BBt = BtB = I e detB = ±1.
Então, podemos escrever A = BDBt. Logo,∫

Rm
e−〈Ax,x〉dx =

∫
Rm

e−〈BDB
tx,x〉dx =

∫
Rm

e−〈DB
tx,Btx〉dx

Fazendo a mudança de variáveis y = Btx temos que o determinante Jacobiano da função
x = f(y) = By é

det Jf (y) = detB 6= 0.

Assim, ∫
Rm

e−〈Ax,x〉dx =

∫
Rm

e−〈Dy,y〉| detB|dy =

∫
Rm

e−〈Dy,y〉dy. (4.11)
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Sabemos que a matriz diagonal D é dada por

D =


d1 0 · · · 0

0 d2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · dm

 ,

onde di são os autovalores deA. Além disso, di > 0, i = 1, . . . ,m, poisA é simétrica e positiva
definida. Portanto, de (4.10) e (4.11) segue que∫

Rm
e−〈Ax,x〉dx =

∫
Rm

e−d1y
2
1−...−dmy2mdy

=

∫
Rm

e−d1y
2
1 · . . . · e−dmy2mdy

=

∫ ∞
−∞

e−d1y
2
1dy1 · . . . ·

∫ ∞
−∞

e−dmy
2
mdym

=

(
π

d1

) 1
2

· . . . ·
(
π

dm

) 1
2

=
π
m
2

(detD)
1
2

= π
m
2 (detA)−

1
2 ,

pois detD = det(BtAB) = (detB)2 detA = detA.

Se tomarmos o conjuntoH das matrizesm×m com coeficientes complexos, simétricas
com parte real positiva definida, afirmamos que a identidade dada em (4.9) se verifica para todo
A ∈ H . A demonstração de tal afirmação, junto com a escolha adequada do ramo da raiz a ser
tomado, se encontra em [10], página 85. Como consequência desse fato, segue o seguinte lema:

Lema 4.15. Seja B uma matriz m ×m com coeficientes reais e norma ‖B‖ < 1 e considere

A = I + iB, onde I é a matriz identidade. Então,

detA

∫
Rm

e−[Ax]2dx = π
m
2 .

Demonstração. Observe quue, [Ax]2 = 〈Ax,Ax〉 = 〈AtAx, x〉. Assim, e−[Ax]2 = e−〈Cx,x〉,
onde a matriz C = AtA tem parte real positiva definida. Com efeito, um cálculo trivial nos
fornece que <C = I −BtB. Assim, dado x ∈ Rm não nulo temos que

xt(I −BtB)x = 〈x, (I −BtB)x〉 = 〈x, x−BtBx〉 = 〈x, x〉 − 〈x,BtBx〉

= |x|2 − 〈Bx,Bx〉 = |x|2 − ‖Bx‖2 > |x|2 − |x|2 = 0,

pois ‖B‖ < 1. Logo, sendo C uma matriz m×m com coeficientes complexos, simétrica com
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parte real positiva definida, temos que∫
Rm

e−[Ax]2dx =

∫
Rm

e−〈Cx,x〉dx = π
m
2 (detC)−

1
2 .

Mas, como C = AtA, note que detC = det(AtA) = (detA)2 e, portanto,∫
Rm

e−[Ax]2dx = π
m
2 (detA)−1,

donde
detA

∫
Rm

e−[Ax]2dx = π
m
2 ,

como desejado.

Consideremos v(x, t) = h(x)u(x, t) detZx(x, t) e observe que v ∈ C∞0 (RN). Fixado
(x, t) ∈ RN note que a matriz Zx(x, t) = I + iφx(x, t) satisfaz as hipóteses do Lema 4.15, pois
φx(x, t) é uma matriz m×m com coeficientes reais e vale (4.5). Assim, temos que

detZx(x, t)

∫
Rm

e−[Zx(x,t)x′]2dx′ = π
m
2 , (4.12)

donde, podemos escrever

π−
m
2

∫
Rm

e−[Zx(x,t)x′]2v(x, t)dx′ = v(x, t)π−
m
2

∫
Rm

e−[Zx(x,t)x′]2dx′

= h(x)u(x, t) detZx(x, t)π
−m

2

∫
Rm

e−[Zx(x,t)x′]2dx′

= h(x)u(x, t).

Introduzindo a mudança de variável x̃ 7→ x+ τ−
1
2x′ na integral que define Gτu, segue que

Gτu(x, t) =
(τ
π

)m
2

∫
Rm

e−τ [Z(x,t)−Z(x̃,t)]2v(x̃, t)dx̃

= τ
m
2 π−

m
2

∫
Rm

e−τ [Z(x,t)−Z(x+τ−
1
2 x′,t)]2v(x+ τ−

1
2x′, t)τ−

m
2 dx′

= π−
m
2

∫
Rm

e−τ [Z(x,t)−Z(x+τ−
1
2 x′,t)]2v(x+ τ−

1
2x′, t)dx′.

Mas, como v ∈ C∞0 (RN) e vale (4.12), temos que

π−
m
2

∫
Rm

e−[Zx(x,t)x′]2v(x+ τ−
1
2x′, t)dx′ <∞.
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Então,

Gτu(x, t)− h(x)u(x, t) = π−
m
2

∫
Rm

e−τ [Z(x,t)−Z(x+τ−
1
2 x′,t)]2v(x+ τ−

1
2x′, t)dx′

− π−
m
2

∫
Rm

e−[Zx(x,t)x′]2v(x, t)dx′

= π−
m
2

∫
Rm

e−[Zx(x,t)x′]2
(
v(x+ τ−

1
2x′, t)− v(x, t)

)
dx′

+ π−
m
2

∫
Rm

(
e−τ [Z(x,t)−Z(x+τ−

1
2 x′,t)]2 − e−[Zx(x,t)x′]2

)
v(x+ τ−

1
2x′, t)dx′,

Portanto, Gτu(x, t)− h(x)u(x, t) = Iτ + Jτ , onde

Iτ (x, t) = π−
m
2

∫
Rm

e−[Zx(x,t)x′]2
(
v(x+ τ−

1
2x′, t)− v(x, t)

)
dx′

e
Jτ (x, t) = π−

m
2

∫
Rm

(
e−τ [Z(x,t)−Z(x+τ−

1
2 x′,t)]2 − e−[Zx(x,t)x′]2

)
v(x+ τ−

1
2x′, t)dx.′

Primeiramente, iremos estimar Iτ .
Afirmação 1:

∣∣∣e−[Zx(x,t)x′]2
∣∣∣ ≤ e−

3|x′|2
4 .

De fato, de (4.5)∣∣∣e−[Zx(x,t)x′]2
∣∣∣ = e<(−[Zx(x,t)x′]2) = e−|x

′|2+|φx(x,t)x′|2 ≤ e−|x
′|2+ 1

4
|x′|2 = e−

3
4
|x′|2 .

Afirmação 2: |∇xv(x, t)| é limitado em Rm × {|t| ≤ R}.
Com efeito, pelo fato de v ∈ C∞0 (RN) temos que ∂v

∂xj
∈ C∞0 (Rm × {|t| ≤ R}), isto é, para

cada j = 1, . . . ,m existe Kj = max
{∣∣∣ ∂v∂xj (x, t)∣∣∣}. Então, indicando a norma da soma por

| · |S temos que |∇xv(x, t)|S =
∣∣∣ ∂v∂x1 (x, t)

∣∣∣+ . . .+
∣∣∣ ∂v∂xm

(x, t)
∣∣∣ ≤ K1 + . . .+Km = K̃. Agora,

como a norma euclidiana e a norma da soma são equivalentes temos que existe C̃ > 0 tal que
|∇xv(x, t)| ≤ C̃|∇xv(x, t)|S ≤ K, para todo (x, t) ∈ Rm × {|t| ≤ R}, concluindo a afirmação
2.
Afirmação 3:

∫
Rm e

− 3
4
|x′|2|x′|dx′ <∞.

Com efeito, usando a fórmula da integração polar m-dimensional, se f é uma função positiva
então∫
Rm

f(|x|)dx ≤ lim
R→+∞

∫ 2π

0

∫ π

0

. . .

∫ π

0

∫ R

0

f(ρ)| sinm−2(φ1)|| sinm−3(φ2)| . . . | sin(φm−2)|ρm−1

dρdφ1 . . . dφm−1

≤ lim
R→+∞

∫ 2π

0

∫ π

0

. . .

∫ π

0

∫ R

0

f(ρ)ρm−1dρdφ1 . . . dφm−1

= lim
R→+∞

2π(π)m−2

∫ R

0

f(ρ)ρm−1dρ = lim
R→+∞

2πm−1

∫ R

0

f(ρ)ρm−1dρ.
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Aplicando isso a função f(|x′|) = e−
3|x′|2

4 |x′|, temos que∫
Rm

e−
3|x′|2

4 |x′|dx′ ≤ lim
R→+∞

2πm−1

∫ R

0

e−
3ρ2

4 ρmdρ.

Assim, se provarmos que e−
3ρ2

4 ρm ∈ L1(0,+∞), teremos o desejado. Primeiramente, pela
regra de L’Hôpital

e−
3ρ2

4 ρm+2 −→ 0, se ρ→ +∞.

Então e−
3ρ2

4 ρm+2 é limitado, isto é, existe C > 0 tal que e−
3ρ2

4 ρm ≤ C
ρ2

. Portanto,

∫ +∞

0

e−
3ρ2

4 ρmdρ =

∫ 1

0

e−
3ρ2

4 ρmdρ+

∫ +∞

1

e−
3ρ2

4 ρmdρ ≤ C̃ +

∫ +∞

1

C

ρ2
dρ

= C̃ +

(
−C
ρ
|+∞1

)
= C̃ + C <∞,

como queríamos.
Pela afirmação 2, a desigualdade do valor médio nos fornece

|v(x+ τ−
1
2x′, t)− v(x, t)| ≤ K|(τ−

1
2x′, 0)| = Kτ−

1
2 |x′|.

Disso e da afirmação 1 segue que

|Iτ (x, t)| ≤ π−
m
2

∫
Rm

∣∣∣e−[Zx(x,t)x′]2
∣∣∣ ∣∣∣v(x+ τ−

1
2x′, t)− v(x, t)

∣∣∣ dx′
≤ π−

m
2

∫
Rm

e−
3
4
|x′|2Kτ−

1
2 |x′|dx′ = Cτ−

1
2

∫
Rm

e−
3
4
|x′|2|x′|dx′ = C ′τ−

1
2 ,

onde C ′ = C
∫
Rm e

− 3
4
|x′|2|x′|dx′ < ∞. Logo, quando τ → ∞, temos que |Iτ (x, t)| −→ 0

uniformemente em Rm × {|t| ≤ R}. Agora estimaremos Jτ .
Afirmação 4:

∣∣∣e−τ [Z(x,t)−Z(x+τ−
1
2 x′,t)]2 − e−[Zx(x,t)x′]2

∣∣∣ ≤ 2e−
3|x′|2

4 .
De fato, como φ ∈ C∞0 (RN) e vale (4.5) segue da desigualdade do valor médio que∣∣∣φ(x+ τ−

1
2x′, t)− φ(x, t)

∣∣∣ ≤ 1

2
|(τ−

1
2x′, 0)| = 1

2
τ−

1
2 |x′|. (4.13)

Logo,∣∣∣e−τ [Z(x,t)−Z(x+τ−
1
2 x′,t)]2 − e−[Zx(x,t)x′]2

∣∣∣ ≤ ∣∣∣e−τ [Z(x,t)−Z(x+τ−
1
2 x′,t)]2

∣∣∣+
∣∣∣e−[Zx(x,t)x′]2

∣∣∣
= e<(−τ [Z(x,t)−Z(x+τ−

1
2 x′,t)]2) + e−[Zx(x,t)x′]2

= eτ |φ(x,t)−φ(x+τ−
1
2 x′,t)|2−|x′|2 + e−[Zx(x,t)x′]2

≤ e
1
4
|x′|2−|x′|2 + e−

3
4
|x′|2

= e−
3
4
|x′|2 + e−

3
4
|x′|2 = 2e−

3|x′|2
4 .
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Agora, como v ∈ C∞0 (Rm × {|t| ≤ R}), temos que |v(x, t)| ≤ C̃, para todo (x, t) ∈
Rm × {|t| ≤ R} onde C̃ = max |v(x, t)|. Juntando isto à afirmação 4, vem que

|Jτ (x, t)| ≤ π−
m
2

∫
Rm

∣∣∣e−τ [Z(x,t)−Z(x+τ−
1
2 x′,t)]2 − e−[Zx(x,t)x′]2

∣∣∣ |v(x+ τ−
1
2x′, t)|dx′

≤ π−
m
2

∫
Rm

∣∣∣e−τ [Z(x,t)−Z(x+τ−
1
2 x′,t)]2 − e−[Zx(x,t)x′]2

∣∣∣ C̃dx′
≤ C ′

∫
Rm

∣∣∣e−τ [Z(x,t)−Z(x+τ−
1
2 x′,t)]2 − e−[Zx(x,t)x′]2

∣∣∣ dx′
= C ′

∫
|x′|<K

∣∣∣e−τ [Z(x,t)−Z(x+τ−
1
2 x′,t)]2 − e−[Zx(x,t)x′]2

∣∣∣ dx′
+ C ′

∫
|x′|≥K

∣∣∣e−τ [Z(x,t)−Z(x+τ−
1
2 x′,t)]2 − e−[Zx(x,t)x′]2

∣∣∣ dx′
= C ′

∫
|x′|<K

∣∣∣e−τ [Z(x,t)−Z(x+τ−
1
2 x′,t)]2 − e−[Zx(x,t)x′]2

∣∣∣ dx′ + 2C ′
∫
|x′|≥K

e−
3|x′|2

4 dx′

Analisemos primeiramente a integral sobre {x′; |x′| ≥ K}. Como |x′| ≥ K, então

−3

4
|x′|2 = −1

4
|x′|2 − 1

2
|x′|2 ≤ −1

4
|x′|2 − 1

2
K2.

Assim,

2C ′
∫
|x′|≥K

e−
3|x′|2

4 dx′ ≤ 2C ′
∫
|x′|≥K

e−
1
4
|x′|2− 1

2
K2

dx′

= 2C ′e−
1
2
K2

∫
|x′|≥K

e−
1
4
|x′|2dx′ = Ce−

1
2
K2

,

onde C = 2C ′
∫
|x′|≥K e

− 1
4
|x′|2dx′ ≤ 2C ′

∫
Rm e

− 1
4
|x′|2dx′ <∞. Logo,

|Jτ (x, t)| ≤ C ′
∫
|x′|<K

∣∣∣e−τ [Z(x,t)−Z(x+τ−
1
2 x′,t)]2 − e−[Zx(x,t)x′]2

∣∣∣ dx′ + Ce−
1
2
K2

. (4.14)

Então, para mostrar que |Jτ (x, t)| −→ 0 uniformemente quando τ →∞, precisamos estimar a
integral sobre {x′; |x′| < K} para qualquer K grande. Observe que, por definição o quociente

de Leibniz ζτ1 = Z(x,t)−Z(x+τ−
1
2 x′,t)

τ−
1
2

converge à ζ2 = −Zx(x, t)x′ em x, quando τ → ∞ e para
|x′| ≤ K e |t| ≤ R tal convergência é uniforme. Agora, tendo em vista (4.5) e (4.13) , obtemos
que

<[ζ2]2 = |x′|2 − |φx(x, t)x′|2 ≥ |x′|2 −
1

4
|x′|2 ≥ 0

e,
<[ζτ1 ]2 = −τ |φ(x, t)− φ(x+ τ−

1
2x′, t)|2 + |x′|2 ≥ −1

4
|x′|2 + |x′|2 ≥ 0.

Afirmação 5: f(ζ) = e−ζ é uma função Lipschitz sobre {ζ; <ζ ≥ 0}.
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De fato, observe que

|f ′(ζ)| = | − e−ζ | = |e−ζ | = e−<ζ =
1

e<ζ
≤ 1, quando <ζ ≥ 0.

Portanto, dados ζ1, ζ2 ∈ {ζ; <ζ ≥ 0}, como a função exponencial é diferenciável, temos pela
desigualdade do valor médio que

|e−ζ1 − e−ζ2| ≤ sup
ξ∈[ζ1,ζ2]

|e−ξ||ζ1 − ζ2| ≤ |ζ1 − ζ2|,

o que conclui a afirmação.
Ainda, como

lim
τ→∞

ζτ1 = lim
τ→∞

Z(x, t)− Z(x+ τ−
1
2x′, t)

τ−
1
2

= −Zx(x, t)x′ = ζ2,

obtemos que

lim
τ→∞

Zj(x, t)− Zj(x+ τ−
1
2x′, t)

τ−
1
2

= −Zjx(x, t)x′

para todo j = 1, . . . ,m. Logo, limτ→∞[ζτ1 ]2 = [ζ2]2, isto é, para todo ε > 0, existe τ0 > 0 tal
que, para todo τ > τ0 ⇒ |[ζτ1 ]2 − [ζ2]2| < ε. Em particular, para ε = Cτ−

1
2 , onde C > 0, existe

τ̃0 > 0 tal que, para todo τ > τ̃0 temos que

|[ζτ1 ]2 − [ζ2]2| < Cτ−
1
2 .

Disso e do fato de e−ζ ser Lipschitz sobre {ζ; <ζ ≥ 0} vem que

|e−[ζτ1 ]2 − e−[ζ2]2| ≤ | − [ζτ1 ]2 + [ζ2]2| ≤ Cτ−
1
2 ,

ou seja, ∣∣∣e−τ [Z(x,t)−Z(x+τ−
1
2 x′,t)]2 − e−[Zx(x,t)x′]2

∣∣∣ ≤ Cτ−
1
2 .

Combinando a desigualdade acima com a desigualdade (4.14) segue que

|Jτ (x, t)| ≤ C ′
∫
|x′|<K

Cτ−
1
2dx′+Ce−

1
2
K2

= Cτ−
1
2

∫
|x′|<K

dx′+Ce−
1
2
K2 ≤(∗) Cτ−

1
2Km+Ce−

1
2
K2

.

Portanto, |Jτ (x, t)| −→ 0 uniformemente em Rm × {|t| ≤ R}, quando τ,K → ∞. Assim,
|Gτu(x, t)− h(x)u(x, t)| = |Iτ + Jτ | ≤ |Iτ |+ |Jτ | −→ 0 uniformemente em Rm × {|t| ≤ R},
quando τ →∞ e Gτu(x, t) −→ u(x, t) para |x| < R

2
.

Verificação da desigualdade (∗): SejaBd uma bola quadrada que contém a bolaB(0, K),
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assim, ∫
|x′|<K

dx′ = µ(B(0, K)) ≤ µ(Bd(0, K̃)) = (2K̃)m = 2mCmKm = CKm.

4.2.3 A Estimativa do Resto e a Convergência em D′

Para finalizar a primeira parte do teorema, iremos estimar o resto Rτ = Gτ − Eτ por
meio do Teorema de Stokes. O fato que u satisfaz o sistema (4.7) não foi usado para provar
Gτu −→ hu, mas agora este fato será essencial. Seja (x, t) ∈ RN fixado e considere am-forma
em RN dada por

ω(x′, t′) =
(τ
π

)m
2
e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t′)]2u(x′, t′)h(x′)dZ(x′, t′) = v(x′, t′)dZ(x′, t′),

onde dZ = dZ1 ∧ . . . ∧ dZm. Consequentemente,

Gτu(x, t) =
(τ
π

)m
2

∫
Rm

e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t)]2u(x′, t)h(x′) detZx(x
′, t)dx′

=
(τ
π

)m
2

∫
Rm×{t}

e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t′)]2u(x′, t′)h(x′) detZx(x
′, t′)dx′

=
(τ
π

)m
2

∫
Rm×{t}

e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t′)]2u(x′, t′)h(x′)dZ(x′, t′) =

∫
Rm×{t}

ω,

e

Eτu(x, t) =
(τ
π

)m
2

∫
Rm

e−τ [Z(x,t)−Z(x′,0)]2u(x′, 0)h(x′) detZx(x
′, 0)dx′

=
(τ
π

)m
2

∫
Rm×{0}

e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t′)]2u(x′, t′)h(x′) detZx(x
′, t′)dx′

=
(τ
π

)m
2

∫
Rm×{0}

e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t′)]2u(x′, t′)h(x′)dZ(x′, t′) =

∫
Rm×{0}

ω,

pois o pull-back1 de dZ(x′, t′) para {t = c = constante} é dado por detZx(x
′, c)dx′1∧. . .∧dx′m.

Lembrando que h(x′) = 0 para |x′| ≥ R, temos que ω(x′, t′) = 0 para |x′| ≥ R. Assim, pelo
Teorema de Stokes

Gτ (x, t)− Eτu(x, t) =

∫
Rm×{t}

ω −
∫
Rm×{0}

ω =

∫
∂(Rm×[0,t])

ω =

∫
Rm×[0,t]

dω,

onde [0, t] denota o segmento que liga a origem de Rn ao ponto t ∈ Rn. Para calcular dω
faremos uso da equação (4.6). Como ω = vdZ, então dω = d(vdZ) = dv ∧ dZ, mas de (4.6)

1O conceito de pull-back de uma forma de grau r se encontra em [13], página 403.
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temos que

dv =
n∑
j=1

Lj(v)dtj +
m∑
k=1

Mk(v)dZk.

Logo,

dω =

(
n∑
j=1

Lj(v)dtj +
m∑
k=1

Mk(v)dZk

)
∧ dZ

=
n∑
j=1

Lj(v)dtj ∧ dZ +
m∑
k=1

Mk(v)dZk ∧ dZ

=
n∑
j=1

Lj(v)dtj ∧ dZ.

Contudo, usando o fato que Lj(e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t′)]2) = 0 e a hipótese de que Lju = 0, para todo
j = 1, . . . ,m segue que

Ljv(x′, t′) =
(τ
π

)m
2
e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t′)]2u(x′, t′)Lj(h(x′)).

Portanto,

Rτu(x, t) = Gτu(x, t)− Eτu(x, t) =

∫
Rm×[0,t]

dω

=

∫
Rm×[0,t]

n∑
j=1

(τ
π

)m
2
e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t′)]2u(x′, t′)Lj(h(x′))dtj ∧ dZ

=
(τ
π

)m
2

n∑
j=1

∫
Rm×[0,t]

e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t′)]2u(x′, t′)Lj(h(x′))dtj ∧ dZ. (4.15)

Assumamos agora que |x| ≤ R
4

e |t| ≤ T , onde T ainda será escolhido. Desejamos estimar a
exponencial no integrando de (4.15). Assim,∣∣∣e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t′)]2

∣∣∣ = e<(−τ [Z(x,t)−Z(x′,t′)]2) = eτ(|φ(x,t)−φ(x′,t′)|2−|x−x′|2). (4.16)

Considere as aplicações ξ1 : Rm −→ Rm e ξ2 : Rn −→ Rn dadas por ξ1(x) = φ(x, t) e ξ2(t) =

φ(x′, t). É claro que tais aplicações estão bem definidas e são suaves. Além disso, ‖ξ1
x(x)‖ =

‖φx(x, t)‖ < 1
2

para todo x ∈ Rm e como φ ∈ C∞0 (RN ,Rm) temos que φt ∈ C∞0 (RN ,Rm).
Assim, existe C > 0 tal que C = max{‖φt(x, t)‖}, donde ‖ξ2

t (t)‖ = ‖φt(x, t)‖ ≤ C. Então,
aplicando a desigualdade do valor médio para as funções ξ1 e ξ2, obtemos

|φ(x, t)− φ(x′, t)| = |ξ1(x)− ξ1(x′)| ≤ 1

2
|x− x′|
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e
|φ(x′, t)− φ(x′, t′)| = |ξ2(t)− ξ2(t′)| ≤ C|t− t′|.

Logo,

|φ(x, t)− φ(x′, t′)| ≤ |φ(x, t)− φ(x′, t)|+ |φ(x′, t)− φ(x′, t′)|

≤ 1

2
|x− x′|+ C|t− t′|. (4.17)

Mas, note que t′ ∈ [0, t] implica que t′ = (1− α)0 + αt = αt, com α ∈ [0, 1]. Então,

C|t− t′| = C|t− αt| = C(1− α)|t| ≤ C|t| ≤ CT.

Voltando em (4.17) vem que

|φ(x, t)− φ(x′, t′)| ≤ 1

2
|x− x′|+ CT,

e elevando ambos os membros ao quadrado

|φ(x, t)− φ(x′, t′)|2 ≤ 1

4
|x− x′|2 + C2T 2 ≤ |x− x′|2 − 1

2
|x− x′|2 + C2T 2,

donde
|φ(x, t)− φ(x′, t′)|2 − |x− x′|2 ≤ −1

2
|x− x′|2 + C2T 2.

Logo, (4.16) fica ∣∣∣e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t′)]2
∣∣∣ ≤ e

τ

(
C2T 2− |x−x

′|2
2

)
.

Agora, sabemos que h(x′) = 1 para |x′| ≤ R
2

e h(x′) = 0 para |x′| ≥ R, então sob essas
mesmas condições Lj(h(x′)) = 0. Assim, a região de integração da expressão Rτ dada em
(4.15) se reduz à {R

2
≤ |x′| ≤ R} × [0, t] e

|Rτu(x, t)| ≤
(τ
π

)m
2

n∑
j=1

∫
{R

2
≤|x′|≤R}×[0,t]

∣∣∣e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t′)]2
∣∣∣ |u(x′, t′)Lj(h(x′))|dtj ∧ dZ

≤
(τ
π

)m
2

n∑
j=1

∫
{R

2
≤|x′|≤R}×[0,t]

e
τ

(
C2T 2− |x−x

′|2
2

)
|u(x′, t′)Lj(h(x′))|dtj ∧ dZ.

Com isso, observe que |x− x′| = |x′ − x| ≥ ||x′| − |x|| ≥ |x′| − |x| ≥ R
2
− R

4
= R

4
. Portanto,

|Rτu(x, t)| ≤ e
τ
(
C2T 2−R

2

32

) (τ
π

)m
2

n∑
j=1

∫
{R

2
≤|x′|≤R}×[0,t]

|u(x′, t′)Lj(h(x′))|dtj ∧ dZ

≤ e
τ
(
C2T 2−R

2

32

)
τ
m
2 C̃,
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onde

C̃ =

(
1

π

)m
2

n∑
j=1

∫
{R

2
≤|x′|≤R}×[0,t]

|u(x′, t′)Lj(h(x′))| detZx(x
′, t′)dtjdx

′
1 . . . dx

′
m <∞.

Escolhendo T ≤
(

R2

64C2

) 1
2
, concluimos que

|Rτu(x, t)| ≤ C̃e−τ
R2

64 τ
m
2 ,

e fazendo τ →∞, pela regra de L’Hôpital segue que |Rτu(x, t)| −→ 0 uniformemente sobre o
conjunto U = {|x| < R

4
} × {|t| < T}. Resumindo, encontramos uma vizinhança U da origem

tal que para qualquer solução u ∈ C∞0 (RN) de (4.7), Eτu −→ u uniformemente em U , o que
prova a primeira parte do teorema para distribuições regulares.

4.2.4 As Fórmulas de Comutação e a Convergência na Topologia de Ck, 1 ≤ k ≤ ∞

A terceira etapa é provar o segundo item do teorema para k =∞ (os casos 1 ≤ k <∞
serão provados mais tarde). A ferramenta principal será o uso das fórmulas de comutação dos
campos vetoriais Mk com Gτ .

Lema 4.16. Sejam v e w funções de classe C1 tais que uma delas têm suporte compacto. Então,∫
Rm×{t}

wMkvdZ = −
∫
Rm×{t}

vMkwdZ.

Demonstração. Considere a m-forma exata de classe C1 e de suporte compacto definida por

ωk = d(wvdZ1 ∧ . . . ∧ ˆdZk ∧ . . . ∧ dZm)

= d(wv) ∧ dZ1 ∧ . . . ∧ ˆdZk ∧ . . . ∧ dZm,

onde o chapéu indica que o fator dZk foi omitido.
Como o pull-back de ωk em {t} × Rm é exato, pois ωk é exata, segue do Teorema de

Stokes que ∫
{t}×Rm

ωk = 0. (4.18)

Usando (4.6) para calcular d(wv), obtemos

d(wv) =
n∑
j=1

Lj(wv)dtj +
m∑
k=1

Mk(wv)dZk.
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Assim,

ωk =
n∑
j=1

Lj(wv)dtj ∧ dZ1 ∧ . . . ∧ ˆdZk ∧ . . . ∧ dZm

+
m∑
k=1

Mk(wv)dZk ∧ dZ1 ∧ . . . ∧ ˆdZk ∧ . . . ∧ dZm

=
n∑
j=1

Lj(wv)dtj ∧ dZ1 ∧ . . . ∧ ˆdZk ∧ . . . ∧ dZm

+ Mk(wv)dZk ∧ dZ1 ∧ . . . ∧ ˆdZk ∧ . . . ∧ dZm

= (−1)k−1Mk(wv)dZ +
n∑
j=1

Lj(wv)dtj ∧ dZ1 ∧ . . . ∧ ˆdZk ∧ . . . ∧ dZm.

Já que o pull-back dos termos que contêm o fator dtj se anulam, temos que

ωk|{t}×Rm = (−1)k−1(wMk(v) + vMk(w))dZk|{t}×Rm .

Disto em (4.18), vem que ∫
{t}×Rm

(wMk(v) + vMk(w))dZ = 0

donde segue o desejado.

Lema 4.17. Para u ∈ C1(RN) e k = 1, . . . ,m, valem as seguintes identidades

MkGτu(x, t) − GτMku(x, t) = [Mk, Gτ ]u(x, t)

=
(τ
π

)m
2

∫
Rm

e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t)]2u(x′, t)Mkh(x′) detZx(x
′, t)dx′. (4.19)

Demonstração. Consideremos os campos vetoriais

Mk(x, t,Dx) =
m∑
l=1

µkl(x, t)
∂

∂xl
e Mk(x

′, t, Dx′) =
m∑
l=1

µkl(x
′, t)

∂

∂x′l

definidos sobre todo RN e, respectivamente, caracterizados pelas relações

Mk(x, t,Dx)Zj(x, t) = δjk e Mk(x
′, t, Dx′)Zj(x

′, t) = δjk,

para todo k, j = 1, . . . ,m. Logo,

δjk = Mk(x, t,Dx)(Zj(x, t)− Zj(x′, t))

= −Mk(x
′, t, Dx′)(Zj(x, t)− Zj(x′, t)).
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Agora, seja F (ζ) uma função suave e consideremos a função f : R2m+n −→ C dada por
f(x, x′, t) = F (Z(x, t) − Z(x′, t)). Note que, f = F ◦ G, onde G : R2m+n −→ Cm é dada
por G(x, x′, t) = (Z1(x, t) − Z1(x′, t), . . . , Zm(x, t) − Zm(x′, t)). Assim, pela regra da cadeia
temos que

∂f

∂xl
(x, x′, t) =

∂(F ◦G)

∂xl
(x, x′, t) =

m∑
j=1

∂F

∂ζj
(ζ)

∂Gj

∂xl
(x, x′, t) =

m∑
j=1

∂F

∂ζj
(ζ)

∂(Zj(x, t)− Zj(x′, t))
∂xl

.

Portanto,

Mk(x, t,Dx)f(x, x′, t) =
m∑
l=1

µkl(x, t)
∂f

∂xl
(x, x′, t)

=
m∑
l=1

µkl(x, t)
m∑
j=1

∂F

∂ζj
(ζ)

∂(Zj(x, t)− Zj(x′, t))
∂xl

= −
m∑
l=1

µkl(x, t)
m∑
j=1

∂F

∂ζj
(ζ)

∂(Zj(x, t)− Zj(x′, t))
∂x′l

= −
m∑
l=1

µkl(x, t)
∂f

∂x′l
(x, x′, t) = −Mk(x

′, t, Dx′)f(x, x′, t).

Aplicando isso a função F (ζ) = e−τ [ζ]2 , obtemos que

Mk(x, t,Dx)e
−τ [Z(x,t)−Z(x′,t)]2 = −Mk(x

′, t, Dx′)e
−τ [Z(x,t)−Z(x′,t)]2 . (4.20)

Logo, diferenciando sob o sinal de integral, pela equação (4.20) e usando o fato que o pull-back
para qualquer t′ = constante da m-forma dZ1 ∧ . . . ∧ dZm é dado por detZx(x

′, t)dx′, temos
que

MkGτu(x, t) =
(τ
π

)m
2

∫
Rm

Mk

(
e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t)]2

)
u(x′, t)h(x′) detZx(x

′, t)dx′

= −
(τ
π

)m
2

∫
Rm

Mk(x
′, t, Dx′)

(
e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t)]2

)
u(x′, t)h(x′) detZx(x

′, t)dx′

= −
(τ
π

)m
2

∫
Rm

Mk(x
′, t, Dx′)

(
e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t)]2

)
u(x′, t)h(x′)dZ(x′, t).

Agora, usando o Lema 4.16 com w = e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t)]2 e v = u(x′, t)h(x′), segue que

MkGτu(x, t) =
(τ
π

)m
2

∫
Rm

e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t)]2Mk(u(x′, t)h(x′))dZ(x′, t)

=
(τ
π

)m
2

∫
Rm

e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t)]2(Mku(x′, t)h(x′) + u(x′, t)Mkh(x′))dZ(x′, t)

=
(τ
π

)m
2

∫
Rm

e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t)]2(Mku(x′, t)h(x′) + u(x′, t)Mkh(x′)) detZx(x
′, t)dx′.
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Mas,

GτMku(x, t) =
(τ
π

)m
2

∫
Rm

e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t)]2Mku(x′, t)h(x′) detZx(x
′, t)dx′.

Portanto,

MkGτu(x, t)−GτMku(x, t) =
(τ
π

)m
2

∫
Rm

e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t)]2u(x′, t)Mkh(x′) detZx(x
′, t)dx′.

Nosso próximo passo será provar as fórmulas de comutação dos campos vetoriais Lj
com Gτ . Antes disso, escrevamos

Lj =
∂

∂tj
+

m∑
k=1

λjk
∂

∂xk
, j = 1, . . . , n,

onde λjk = −i
∑m

l=1
∂φl
∂tj
µlk ∈ C∞(RN) e provemos o seguinte lema técnico:

Lema 4.18.
∂ detZx
∂tj

+
m∑
k=1

∂(λjk detZx)

∂xk
= 0, j = 1, . . . , n. (4.21)

Demonstração. Como para cada j = 1, . . . , n

∂ detZx
∂tj

+
m∑
k=1

∂(λjk detZx)

∂xk
∈ C∞(RN) ⊂ L1

loc(RN),

temos que, se ∫
RN

(
∂ detZx
∂tj

+
m∑
k=1

∂(λjk detZx)

∂xk

)
vdxdt = 0,

para todo v ∈ C∞0 (RN), então

∂ detZx
∂tj

+
m∑
k=1

∂(λjk detZx)

∂xk
= 0, q.s. em RN .

Assim, seja v ∈ C∞0 (RN) arbitrário e considere a forma

ωj = d(vdZ ∧ dt1 ∧ . . . ∧ d̂tj ∧ . . . ∧ dtn)

= dv ∧ dZ ∧ dt1 ∧ . . . ∧ d̂tj ∧ . . . ∧ dtn

=
n∑
j̃=1

Lj̃vdtj̃ ∧ dZ ∧ dt1 ∧ . . . ∧ d̂tj ∧ . . . ∧ dtn

= Ljvdtj ∧ dZ ∧ dt1 ∧ . . . ∧ d̂tj ∧ . . . ∧ dtn
= (−1)m+j−1LjvdZ ∧ dt.
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Como v tem suporte compacto temos que ωj tem suporte compacto. Além disso, ωj é uma
forma exata pois dωj = 0. Logo,

0 =

∫
RN
ωj =

∫
RN
LjvdZdt

=

∫
RN
Ljv detZxdxdt

=

∫
RN

(
∂v

∂tj
+

m∑
k=1

λjk
∂v

∂xk

)
detZxdxdt

=

∫
RN

∂v

∂tj
detZxdxdt+

m∑
k=1

∫
RN
λjk detZx

∂v

∂xk
dxdt

= −
∫
RN
v
∂ detZx
∂tj

dxdt−
m∑
k=1

∫
RN
v
∂(λjk detZx)

∂xk
dxdt.

Assim,

0 =

∫
RN
v

(
∂ detZx
∂tj

+
m∑
k=1

∂(λjk detZx)

∂xk

)
dxdt,

e pela arbitrariedade de v segue o desejado.

Lema 4.19. Para u ∈ C1(RN) e j = 1, . . . , n valem as seguintes identidades

LjGτu(x, t) − GτLju(x, t) = [Lj, Gτ ]u(x, t)

=
(τ
π

)m
2

∫
Rm

e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t)]2u(x′, t)Ljh(x′) detZx(x
′, t)dx′. (4.22)

Demonstração. Seja g̃(ζ, t) uma função suave sobre Cm × Rn e considere g : RN −→ C
dada por g(x, t) = g̃(Z(x, t), t). Veja que g = g̃ ◦ h, onde h : RN −→ Cm × Rn dada por
h(x, t) = (Z1(x, t), . . . , Zm(x, t), t1, . . . , tn) é uma função suave. Então, para j = 1, . . . , n

Ljg(x, t) = Lj(g̃ ◦ h)(x, t) =
∂(g̃ ◦ h)

∂tj
(x, t) +

m∑
k=1

λjk
∂(g̃ ◦ h)

∂xk
(x, t)

=
m∑
l=1

∂g̃

∂ζl
(Z(x, t), t)

∂Zl
∂tj

(x, t) +
n∑
l=1

∂g̃

∂tl
(Z(x, t), t)

∂tl
∂tj

(x, t)

+
m∑
k=1

λjk

m∑
l=1

∂g̃

∂ζl
(Z(x, t), t)

∂Zl
∂xk

(x, t)

=
∂g̃

∂tj
(Z(x, t), t) +

m∑
l=1

∂g̃

∂ζl
(Z(x, t), t)

(
∂Zl
∂tj

+
m∑
k=1

λjk
∂Zl
∂xk

)
(x, t)

=
∂g̃

∂tj
(Z(x, t), t) +

m∑
l=1

∂g̃

∂ζl
(Z(x, t), t)Lj(Zl)(x, t) =

∂g̃

∂tj
(Z(x, t), t).
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Assim, escrevamos

Gτu(x, t) =
(τ
π

)m
2
G̃τu(Z(x, t), t),

onde
G̃τu(ζ, t) =

(τ
π

)m
2

∫
Rm

e−τ [ζ−Z(x′,t)]2u(x′, t)h(x′) detZx(x
′, t)dx′. (4.23)

Portanto,

LjGτu(x, t) =
(τ
π

)m
2 ∂G̃τu

∂tj
(Z(x, t), t).

Para calcular ∂G̃τu
∂tj

(ζ, t), por simplicidade, denotemos eτ (ζ, x′, t) = e−τ [ζ−Z(x′,t)]2 e derivando
(4.23) com respeito a tj sob o sinal de integral, vem que

∂(eτuh detZx)

∂tj
=

∂(eτuh)

∂tj
detZx +

∂ detZx
∂tj

eτuh

= detZx

{
∂(eτuh)

∂tj
+

m∑
k=1

λjk
∂(eτuh)

∂xk

}
− detZx

m∑
k=1

λjk
∂(eτuh)

∂xk

+ eτuh
∂ detZx
∂tj

= detZxLj(eτuh)− detZx

m∑
k=1

λjk
∂(eτuh)

∂xk
+ eτuh

∂ detZx
∂tj

.

Mas,

detZxLj(eτuh) = detZxeτLj(uh) + detZxuhLj(eτ )

= detZxeτhLj(u) + detZxeτuLj(h),

pois Lj(eτ ) = 0. Logo,

∂G̃τu

∂tj
(ζ, t) =

∫
Rm

∂(eτuh detZx)

∂tj
dx′

=

∫
Rm

detZxeτhLj(u)dx′ +

∫
Rm

detZxeτuLj(h)dx′

−
∫
Rm

detZx

m∑
k=1

λjk
∂(eτuh)

∂xk
dx′ +

∫
Rm

eτuh
∂ detZx
∂tj

dx′

= G̃τLju(ζ, t) +

∫
Rm

detZxeτuLj(h)dx′ −
m∑
k=1

∫
Rm

detZxλjk
∂(eτuh)

∂xk
dx′

+

∫
Rm

eτuh
∂ detZx
∂tj

dx′.
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Usando integração por partes e pela equação (4.21) segue que

∂G̃τu

∂tj
(ζ, t) = G̃τLju(ζ, t) +

∫
Rm

detZxeτuLj(h)dx′ +
m∑
k=1

∫
Rm

∂(detZxλjk)

∂xk
eτuhdx

′

+

∫
Rm

eτuh
∂ detZx
∂tj

dx′

= G̃τLju(ζ, t) +

∫
Rm

detZxeτuLj(h)dx′

+

∫
Rm

eτuh

(
∂ detZx
∂tj

+
m∑
k=1

∂(detZxλjk)

∂xk

)
dx′

= G̃τLju(ζ, t) +

∫
Rm

detZxeτuLj(h)dx′.

Quando ζ = Z(x, t), temos que

∂G̃τu

∂tj
(Z(x, t), t) =

∫
Rm

e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t)]2u(x′, t)Ljh(x′) detZx(x
′, t)dx′+ G̃τLju(Z(x, t), t).

Assim,

LjGτu(x, t)−GτLju(x, t) =
(τ
π

)m
2

∫
Rm

e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t)]2u(x′, t)Ljh(x′) detZx(x
′, t)dx′

+
(τ
π

)m
2
G̃τLju(Z(x, t), t)−

(τ
π

)m
2
G̃τLju(Z(x, t), t)

=
(τ
π

)m
2

∫
Rm

e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t)]2u(x′, t)Ljh(x′) detZx(x
′, t)dx′.

Assumamos, agora, que u ∈ C∞(RN) satisfaz Lu = 0. Desejamos provar que

Eτu(x, t) −→ u(x, t) em C∞(U).

Já provamos que Gτu −→ hu uniformemente em {|t| ≤ T} × Rm. Como os campos L′js
e M ′

ks comutam entre si, isto é, [Lj,Mk] = 0 então [Lj,Mk]u = 0, o que implica, que
LjMku = MkLju = 0 com j = 1, . . . , n e k = 1, . . . ,m. Logo, Mku satisfaz LMku = 0

e, assim, GτMku −→ hMku uniformemente em {|t| ≤ T} × Rm. Observe que a expressão
de [Mk, Gτ ]u é quase idêntica à Gτu, a única diferença é que h foi substituído por Mkh, mas
Mkh ainda é suave de suporte compacto. Então, podemos concluir que [Mk, Gτ ]u −→ (Mkh)u

uniformemente em {|t| ≤ T} × Rm. Portanto,

MkGτu = GτMku+ [Mk, Gτ ]u −→ hMku+ (Mkh)u

e, quando h = 1 temos que Mkh = 0, logo MkGτu −→ Mku uniformemente em U quando
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τ → ∞. Analogamente, obtemos que [Lj, Gτ ]u −→ (Ljh)u uniformemente em {|t| ≤ T} ×
Rm e, como a expresão de GτLju é quase idêntica a Gτu, com a diferença que u foi substituído
por Lju, temos que GτLju −→ hLju uniformemente em {|t| ≤ T} × Rm. Portanto,

LjGτu = GτLju+ [Lj, Gτ ]u −→ hLju+ (Ljh)u (4.24)

e quando h = 1, LjGτu −→ Lju uniformemente em U quando τ →∞.
Agora, como L1p, . . . , Lnp,M1p, . . . ,Mmp geram CTpRN , para todo p ∈ RN , temos

que qualquer derivada de primeira ordem D é escrita como

D =
n∑
j=1

ajLj +
m∑
k=1

bkMk,

onde aj, bk ∈ C∞(RN). Assim,

DGτu =
n∑
j=1

ajLjGτu+
m∑
k=1

bkMkGτu −→
n∑
j=1

ajLju+
m∑
k=1

bkMku = Du,

isto é, DGτu −→ Du uniformemente em U , o que nos mostra que Gτu −→ u em C1(U).
Agora mostremos que Gτu −→ u em C2(U), isto é, que D(DGτu) −→ D(Du) uniforme-
mente em U . Inicialmente observe que de (4.24), para todo j, j′ = 1, . . . , n e k, k′ = 1, . . . ,m

LjLj′Gτu = Lj[Lj′ , Gτ ]u+ LjGτLj′u −→ (Lj′h)Lju+ (LjLj′h) + hLjLj′u+ (Ljh)Lj′u

uniformemente em Rm×{t}. Logo, LjLj′Gτu −→ LjLj′u uniformemente em U . Além disso,
de (4.24)

LjMk′Gτu = Lj[Mk′ , Gτ ]u+LjGτMk′u −→ (Mk′h)Lju+(LjMk′h)+hLjMk′u+(Ljh)Mk′u

uniformemente em Rm × {t}. Logo, LjMk′Gτu −→ LjMk′u uniformemente em U . Então,

LjDGτu = Lj

(
n∑

j′=1

aj′Lj′Gτu+
m∑
k′=1

bk′Mk′Gτu

)

=
n∑

j′=1

{(Ljaj′)Lj′Gτu+ aj′LjLj′Gτu}+
m∑
k′=1

{(Ljbk′)Mk′Gτu+ bk′LjMk′Gτu}

e fazendo τ →∞ obtemos

LjDGτu −→
n∑

j′=1

{(Ljaj′)Lj′u+ aj′LjLj′u}+
m∑
k′=1

{(Ljbk′)Mk′u+ bk′LjMk′u} = LjDu,

uniformemente em U . Analogamente, mostra-se que MkDGτu −→MkDu uniformemente em
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U . Portanto,

D(DGτu) =
n∑
j=1

ajLjDGτu+
m∑
k=1

bkMkDGτu −→
n∑
j=1

ajLjDu+
m∑
k=1

bkMkDu = D(Du),

uniformemente em U , como queríamos. Procedendo de maneira análoga para as demais deri-
vadas de ordem superior podemos concluir que Gτu −→ u em C∞(U).

Para finalmente concluirmos que Eτu −→ u em C∞(U) resta verificarmos que

|Rτu(x, t)| −→ 0 em C∞(U).

Para isto, faremos uso da fórmula do resto dada em (4.15) e de todos os cálculos feitos sobre
esta, para concluir que |Rτu(x, t)| −→ 0. Então, fixado l = 1, . . . ,m

∣∣∣∣∂Rτu

∂xl
(x, t)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣(τπ)m2
n∑
j=1

∫
{R

2
≤|x′|≤R}×[0,t]

∂

∂xl
(e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t′)]2)u(x′, t′)Lj(h(x′))dtj ∧ dZ

∣∣∣∣∣
≤

(τ
π

)m
2

n∑
j=1

∫
{R

2
≤|x′|≤R}×[0,t]

|e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t′)]2(−τ)2[Z(x, t)− Z(x′, t′)]

∂Z

∂xl
(x, t)u(x′, t′)Lj(h(x′))|dtj ∧ dZ.

Agora, ∣∣∣∣∂Z∂xl (x, t)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∂x∂xl + i
∂φ

∂xl
(x, t)

∣∣∣∣ ≤ 2, para todo (x, t) ∈ RN .

Assim,∣∣∣∣∂Rτu

∂xl
(x, t)

∣∣∣∣ ≤ (τ
π

)m
2

n∑
j=1

∫
{R

2
≤|x′|≤R}×[0,t]

e
τ
(
C2T 2−R

2

32

)
τC|[Z(x, t)− Z(x′, t′)]u(x′, t′)Lj(h(x′))|

dtj ∧ dZ

= Ce
τ
(
C2T 2−R

2

32

)
τ
m
2

+1

n∑
j=1

∫
{R

2
≤|x′|≤R}×[0,t]

|[Z(x, t)− Z(x′, t′)]u(x′, t′)Lj(h(x′))|

detZx(x
′, t′)dtjdx

′
1 . . . dx

′
m

= Ce
τ
(
C2T 2−R

2

32

)
τ
m
2

+1

≤ Ce−τ
R2

64 τ
m
2

+1,

desde que T ≤
(

R2

64C2

) 1
2
. Portanto, fazendo τ →∞,

∣∣∣∂Rτu∂xl
(x, t)

∣∣∣ −→ 0 uniformemente em U .

Analogamente, para j = 1, . . . , n temos que
∣∣∣∂Rτu∂tj

(x, t)
∣∣∣ −→ 0 uniformemente em U . Logo,

|Rτu(x, t)| −→ 0 em C1(U). O argumento pode ser iterado para derivadas de ordem superior
e assim obtermos que |Rτu(x, t)| −→ 0 em C∞(U).

Concluindo, temos que para qualquer p ∈ B((0, 0),M) escolhendo o conjunto W
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como qualquer vizinhança fixada de V em B((0, 0),M) e sendo U = {|x| < R
4
} × {|t| < T}

temos que p ∈ U ⊂ U ⊂ V ⊂ W ⊂ B((0, 0),M) ⊂ RN e toda u ∈ D′(W ), que satisfaz
Lu = 0 emW , é o limite emD′(U) de uma sequência de soluções polinomiais Pj(Z1, . . . , Zm),
isto é,

u = lim
j→∞

Pj ◦ Z em D′(U)

e se u ∈ Ck(W ), a convergência vale na topologia de Ck(U), k = 0, 1, 2, . . . ,∞.

4.3 O TEOREMA DE APROXIMAÇÃO EM OUTROS ESPAÇOS FUNCIONAIS

O objetivo desta seção é apenas enunciar o Teorema de Aproximação em espaços Lp e
em espaços de Hölder. Para maiores detalhes de tais resultados recomendamos [3].

Teorema 4.20. (Convergência em Lp) Seja L uma estrutura localmente integrável sobre Ω e

assuma que dZ1, . . . , dZm geram L⊥ em todo ponto de Ω. Então, para todo z ∈ Ω, existem dois

conjuntos abertos U e W , com z ∈ U ⊂ U ⊂ W ⊂ Ω, tais que para qualquer u ∈ Lploc(W ),

1 ≤ p ≤ ∞, satisfazendo Lu = 0,

Eτu(x, t) −→ u(x, t) q.s em U quando τ →∞.

Se p for finito, isto é, 1 ≤ p <∞,

Eτu(x, t) −→ u(x, t) em Lp(U) quando τ →∞. (4.25)

Em geral, a convergência dada em (4.25) é falsa para p = ∞, pois o limite uniforme
de uma sequência de funções contínuas, tais como Eτu(x, t), é contínuo.

Antes de enunciarmos o Teorema de Aproximação em espaços de Hölder, vejamos a
seguinte definição:

Definição 4.21. Seja Ω ⊂ RN um conjunto aberto, limitado e convexo. O espaço de Hölder

Cα(Ω) é definido como

Cα(Ω) = {u ∈ Ck(Ω); ‖u‖α <∞},

onde

‖u‖α = |u|α + |u|0, |u|0 = sup
x∈Ω

|u(x)|,

|u|α = sup
x,y∈Ω
x 6=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

, 0 < α ≤ 1,

|u|α =
∑
σ≤k

|Dσu|α−k, k < α ≤ k + 1, k ∈ Z+, u ∈ Ck(Ω).

Teorema 4.22. (Convergência em Espaços de Hölder) Seja L uma estrutura localmente inte-

grável com integrais primeiras Z1, . . . , Zm, definidas em uma vizinhança do fecho de W =
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Bx×Bt, onde Bx = {|x| < R} e Bt = {|t| < R}. Então existe uma vizinhaça convexa U ⊂ Ω

da origem tal que para qualquer u ∈ Cβ(W ), β > 0, satisfazendo Lu = 0 em uma vizinhança

de W e qualquer 0 ≤ α < β

Eτu(x, t) −→ u(x, t) em Cα(U) quando τ →∞.

Nas convergências dadas nos Teoremas 4.20 e 4.22 podemos substituir o operador Eτ
por uma sequência conveniente de polinômios em Z, Pl(Z1, . . . , Zm).

O seguinte exemplo nos mostra que não é possível tomar α = β no Teorema 4.22.

Exemplo 4.23. Considere em R2, onde denotamos as coordenadas por (x, t), a estrutura local-
mente integrável L gerada por ∂

∂t
com integral primeira Z(x, t) = x e seja 0 < β ≤ 1. Tome

uma função u(x) ∈ Cβ
0 (R2) independente de t (assim, ela satisfaz Lu = 0) tal que u(x) = |x|β

para |x| ≤ 1. Se w(x, t) é de classe C1 em uma vizinhança da origem, temos para 0 < ε < 1

suficientemente pequeno, que

|u− w|β = sup
x,y∈R2

x 6=y

|(u− w)(x)− (u− w)(y)|
|x− y|β

≥ |u(ε)− w(ε, 0)− u(0) + w(0, 0)|
εβ

=
|εβ − w(ε, 0) + w(0, 0)|

εβ
≥ 1− |w(ε, 0)− w(0, 0)|

εβ
≥ 1− cε

εβ
.

Assim, escolhendo ε de forma que cε
εβ
≤ 1

2
temos que |u− w|β ≥ 1

2
, mostrando que u não pode

ser aproximado por funções continuamente diferenciáveis na topologia de Cβ .

4.4 PROPAGAÇÃO DE ZEROS DE SOLUÇÕES HOMOGÊNEAS

Nesta seção estamos interessados em estudar a aplicação do Teorema de Aproximação
de Baouendi-Treves no estudo da propagação de zeros de soluções homogêneas.

SejaL uma estrutura localmente integrável e u uma solução deLu = 0. Nosso objetivo
é responder a seguinte pergunta: qual condição adicional a solução u deve satisfazer para que
ela seja identicamente nula? A versão local dessa questão é: seja p ∈ Ω e uma vizinhança
V de p. Sob quais condições podemos dizer que existe uma vizinhança U ⊂ V contendo p,
sobre a qual u é identicamente nula? Uma condição natural seria exigir que u se anulasse num
subconjunto de V .

Sabemos que em uma vizinhança do ponto p, Lu = 0 é expressado por um sistema de
equações sobredeterminado como em (4.7). Considerando uma estrutura localmente integrável
gerada por um único campo vetorial, por exemplo, L = A ∂

∂x
+ B ∂

∂y
definido sobre um aberto

Ω ⊂ R2, com |A|+|B| > 0, é claro que a função constante satisfazLu = 0. Agora, se exigirmos
que u(p) = 0, teremos excluído as constantes diferente de zero. Porém, esse argumento não é
suficiente para a maioria dos campos vetoriais, assim como nos mostra os seguintes exemplos:
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Exemplo 4.24. Seja L = ∂
∂z

o campo vetorial de Cauchy-Riemann dado no exemplo 4.6. Como
a função seno é holomorfa temos que ∂ sen

∂z
= 0. Além disso, tomando p = 0, sen(p) = 0, porém

em qualquer vizinhança de p sabemos que a função seno não se anula.

Exemplo 4.25. Considerando L = ∂
∂x

e u(x, y) = y, é claro que Lu = 0. Agora, tomando
p = 0 temos que u(p) = 0, mas para qualquer vizinhança de p sabemos que a função u não se
anula.

Assim, uma melhor condição seria impor que u fosse identicamente nula sobre a curva
Σ = {(p1, y)}, p = (p1, p2). Então, suponha que u se anule em Σ que é uma subvariedade de
codimensão 1. Com isso, temos que∂u

∂x
= 0

u(p1, y) = 0
=⇒ u = 0

e ∂u
∂z

= 0

u(p1, y) = 0
=⇒ u = 0.

Agora, para ∂u
∂y

= 0

u(1, y) = 0

temos que u(x, y) = −x+ 1 é uma solução não nula. Isso se deve ao fato de que ∂
∂y

é tangente
à Σ enquanto ∂

∂x
e ∂u
∂z

são transversais a qualquer linha vertical. Logo, devemos nos atentar
ao caso onde u se anula em uma subvariedade Σ, de codimensão 1, a qual L é transversal.
Portanto, para uma estrutura localmente integrável L de posto n e co-posto m, definida sobre
uma variedade de dimensão N = n+m, temos a seguinte definição:

Definição 4.26. Seja Σ ⊂ Ω uma subvariedade mergulhada2. Dizemos que Σ é real maximal

com respeito a L se:

(i) a dimensão de Σ é igual a m;

(ii) para todo p ∈ Σ, qualquer seção não nula L de L definida em uma vizinhança de p é

transversal à Σ em p.

Notação 4.27. Denotamos por u|Σ a restrição de u a Σ. Sabemos que, mesmo quando u é uma
distribuição, o traço de u a Σ, u|Σ, também está bem definido neste contexto.

O próximo teorema, o qual responde nossa pergunta inicial, é uma generalização da
análise de zeros de uma função analítica estudada em cursos de funções de uma variável com-
plexa.

2O conceito de subvariedade mergulhada encontra-se em [3], Capítulo 1 Seção 14.
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Teorema 4.28. Seja L uma estrutura localmente integrável sobre a variedade Ω e considere

Σ ⊂ Ω uma subvariedade mergulhada real maximal com respeito a L. Se u ∈ D′(Ω) satisfizer

as seguintes condições

(i) Lu = 0 em Ω;

(ii) u|Σ = 0;

então u é identicamente nula em uma vizinhança de Σ.

Demonstração. Como L é uma estrutura localmente integrável temos, pelo Corolário 3.11 da
Seção 3.2, que existe um sistema de coordendas que se anula em p, a dizer

{x1, . . . , xm, t1, . . . , tn}

e que L⊥ é gerado em uma vizinhança da origem por dZ1, . . . , dZm, onde Zj(x, t) = xj +

iφj(x, t), φj(0, 0) = 0 e
(
∂φj
∂xk

(0, 0)
)

= 0, com j, k = 1, . . . ,m. Ainda, na origem, <Lj = ∂
∂tj

com j = 1, . . . , n.
Agora, sendo Σ uma subvariedade mergulhada real maximal, as seções ∂

∂tj
são trans-

versais a Σ na origem. Assim, segue do Teorema da Função Implícita que existem funções
τj(x), definidas localmente, tais que Σ = {(x, τ(x))}, onde τ(x) = (τ1(x), . . . , τn(x)). Assim,
tomando as coordenadas

x′ = x e t′ = t− τ(x),

Z fica escrito na forma

Z ′(x′, t′) = x′ + iφ(x′, t′ + τ(x′)) = x′ + iφ′(x′, t′).

Portanto, Σ = {(x′, 0)} nas novas coordenadas (x′, t′).
Ainda, da demonstração do Teorema de Aproximação de Baouendi-Treves, temos que

Eτu(x, t) =
(τ
π

)m
2

∫
Rm

e−τ [Z(x,t)−Z(x′,0)]2u(x′, 0)h(x′) detZx(x
′, 0)dx′

e, por hipótese, u|Σ = 0 o que implica Eτu(x, t) = 0. Mas,

Eτu(x, t) −→ u(x, t) uniformemente em U.

Portanto, u(x, t) = 0 em U .

Definição 4.29. Seja L uma estrutura localmente integrável definida sobre Ω. Dizemos que

Lu = Lv, para u, v ∈ D′(Ω), se L(u − v) = 0. Além disso, diremos que u|Σ = v|Σ se

(u− v)|Σ = 0.

Como consequência do Teorema 4.28 temos o seguinte resultado que é uma generali-
zação de um princípio clássico da extensão analítica.
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Corolário 4.30. Sob as mesmas hipóteses do Teorema 4.28 temos que a seguinte implicação é

verdadeira:

Se Lu = Lv e u|Σ = v|Σ =⇒ u = v numa vizinhança de Σ.

Demonstração. Suponha que Lu = Lv e que u|Σ = v|Σ. Então, por definição, L(u− v) = 0 e
(u− v)|Σ = 0. Logo, pelo Teorema 4.28 segue que u− v = 0 em uma vizinhança de Σ, donde
temos o desejado.
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